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MATEMATICAS 2° Bachillerato CIENCIAS Y TECNOLOGIA
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ACTIVIDADES RESUELTAS
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MATEMATICAS 2° Bachillerato CIENCIAS Y TECNOLOGIA ACTIVIDADES RESUELTAS

6. Dadas las matrices A = ((1) ;) yB= < 21 _43>, calcula A', (A+B), (A-B), ALB!

[1 0} {1 0} [2 —1} {3 —1}
At= (A+B)t=At+Bt= + -
1 2 1 2| |-3 4 -2 6
[2 —1“1 0} {1 —2} [1 OHZ —1} [2 —1}
(A-B)t=BtAt= . = At-Bt = . _
-3 4|1 2] |1 8 1 2(|-3 4 -4 7
3-A-5B=C

-A +3-B=D

Sumando a la 12 ecuacidn la segunda multiplicada por 3: 4B = C + 3D

_(1 -2 _
dondeC—(8 )yD—(

7. Resuelve el sistema de ecuaciones matriciales: { 1

7 5 13 7
Luego: B = %(C +3D) = {& i}, y despejando en la 22 ecuacibon A=3B-D = {i‘; 4
4 4 4 4
0 3 4
8. DadalamatrizA=| 1 -4 5|,
1 3 4
a) Demuestra que se verifica: A* + | = 0, siendo | la matriz identidad y 0 la matriz nula.
b) Calcula A™ c) Halla razonadamente A"
-1 0 1 -1 0 O
AA2=|1 4 4;M=]|0 -1 0|=-1>A3+1=0
-1 -3 -3 0O 0 -1
1 0 -1
D)A+1=0>-A3=1DA(-A)=IDAT=-A2=|-1 -4 -4
1 3 3
0 -3 -4
€) A0 = A3-A3 -A3A = (=I)-(=I)-(-I)A=(-)3A=-[A=-A=|-1 4 5
1 -3 -4

9. ¢Es cierto en el calculo matricial que “suma por diferencia es igual a la diferencia de
cuadrados™?

(A+B)-(A-B)=A-A-A-B+B-A-BB=A2-A-B+B-A-B

Como, en general, A-B # B-A, la regla no es aplicable al caso de matrices.

. _/1 1 (1 0 _(0 1 ., B
10. DadaslasmatrlcesA—(1 2),8—(1 O)yC—(1 1), resuelve la ecuacion A-X + B = C.

AX+B=C>AX=C-B

) a b 1 1|la b -1 1 a+c b+d -1 1
SiX= > . = - =

c d 1 2||c d 0 1 a+2c b+2d 0 1
a+c=1 [a=-2

. .. a+2c=0|b=1 -2 1
[gualamos término a término: —>X=

b+d=1 |c=1
b+2d=1|d=0

Algebra 2
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11.

12.

13.

Algebra

ACTIVIDADES RESUELTAS

17 0 1
Para cualquier valor natural n, calcula A", donde A = (0 1 0).
0 0 1
1 0 2 1 0 3
Realizando el producto, se tiene que A2=|0 1 0 ;A*=|0 1 0/[;tomamos como hipétesis de
0 01 0 01
1 0 n
induccién completaque An= |0 1 0|,y multiplicando An-A se confirma el resultado.
0 01
1 -4 2 -1 \
3 _ _
Calcular el rango de la matriz A = 126 3
2 10 1
0 1 3 -1
Realizamos las transformaciones elementales siguientes:
1 -4 2 -1 1 -4 2 -1 1 -4 2 -1
3 -12 6 -3 (F> - 3F) 0 0 0 O (Fs - 2F) 0 0 0 O
r = - =r = - =r =
2 -1 0 1 VTN 100 1 VTN 7 —4 03
0 1 3 -1 0 1 3 -1 0 1 3 -1
1 -4 2 -1 1 -4 2 -1
0 1 3 - 0 1 3 -1
= (FsF) =71 =(F3-7F) =r = 3 ya que tiene 3 filas
Bof) =1y 7 4 3 |TETR=ET 0 s 10 yad
0 0 0 ©0 0 o 0 0

linealmente independientes (el nimero de filas que no estan formadas integramente por ceros).

1 10
Calcula, por el método de Gauss-Jordan, la inversa de A = (1 3 4)
0 4 3
1 1 0|1 0 0 1 101 0 0y | 110}(1)0
-1 3 4[0 1 0)~(a+f)~(0 4 41 1 0|~Gf)~|0 1 1|3 5 O]~
0 4 3lo o 1 0 4 30 0 1 0 4 3|lp o0 1
11 0l 00 1 1 0/l 00
~(fs—4f)~10 1 1|, 7 O)~(=fm)~|0 1 1|7 - 0 |~
00 —-1|—1 -1 1 00 1)1 1 -1
7 3
110l 0 0 10 0|z 3 1
~(fo=f)~|0 1 Of, -« 1 |~(hi—f)~|0 1 0|=2 = 4
0 0 1 _ 0 0 1|4 ¢+
1 1 -1 1 1 -1
703 4
4 4
Por tanto, A-1=| -3 =3 1
4 4
1 1 -1
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DETERMINANTES

0 3 8 4 1 V3
14. Calcula los determinantes de las matrices A=|-1 7 1 |yB=(v2 4 0 |.
2 4 -5 0O 1 -5

Aplicando la regla de Sarrus:
|A| =0-7-(-5) +3-1-2 + (-1)-4-8 - 2:7-8 - (-1)-3-(-5) - 4-1-0 = -153;
IB| = 4-4-(-5) + V2:1V3 + 1:0-0 - 0-4-v/3 - v2:1-(-5) - 14-0 = /6 + 5v2 - 80

3 0 1
15. Si el determinante de la matriz A = (1 2 2) es —11, ¢ cuanto valen los determinantes de las

310
3 1 3 1 2 2
matrices B = (0 2 1) yC= <3 1 0)?
1.2 0 3 0 1
B=At> |B| = |A| =-11.

C se obtiene de aplicar a A, sucesivamente, dos cambios de fila (fi<>f3y f2¢>13); luego |C|=- 11.
sena cosa 0
16. Demuestra que el determinante —cosa sena 0 no depende de a.

sena—cosa sena+cosa 1

Regla de Sarrus: sena-sena-1 + 0-(-cosa)-cosa+(sena - cosa)-cosa-0 - (sena - cosa)-senc.-0 -
1-(-cosa)-cosa - sena-(sena + cosa)-0 = sen2a + cos2a = 1

Mas brevemente puede verse desarrollando por los elementos de la tltima columna:

sena cosa 0
sena  cosa 2 2
-cosa sena o = =sen‘a+cos“a=1
—cosa sena
sena - cosa  sena+cosa 1

17. Compruebaque|1-;a 11b|=|jl 1|+|8 8+H 8|+|8 H

1+a 1
=(1+a(l+b)-1=ab+a+b
1 1+b
11 a O 1 0 a 1 )
=0, = ab, =b, = a. Por tanto se cumple la igualdad.
11 0 b 1 b 0

3 2 -3 4 2 7
18. Comprueba que |A-B|=|A|-|B| para las matrices: A=(2 1 2 |yB= (2 1 5 )
1 0 -1 1 0 13

3 2 -3||4 2 7 13 8 -8
AB=|2 1 2|2 1 5|=|12 5 45
1 0 -1]|1 0 13 3 2 -6

|A-B|=24; |A| = 8; |B| = 3; |A|-|B| = 8-3 = 24 = |A-B|

Algebra 4
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a b c
20. Dadoque|d e f|=-6, calcula:
g h i
d e f 3a 3b 3c a+tg b+h c+i -3a -3b -3c
a)lg h i b)[-d —e —f c)| d e f d| d e f
a b c 49 4h 4 g h i g-4d h-4de i-4f
Representamos por A el valor del determinante en cada caso.
a) Dos cambios de fila: A= —6; b) A= (-1)-3-4-(-6) =72;
c) Serestaf; afiyresultaA =—6; d)A=-3-(-6)=18
21. Calcula los determinantes de las siguientes matrices desarrollando por los adjuntos:
S R G A T O S AT F A
A=<O49>,B=1bb2,C=41O_O,D=41_014
3 -7 5 1 2
¢c ¢C 2 10 3 2 4 1 3 2
4 9 2 3
|A| = (12 columna) = 1- + 3- =83+ 18=101
-7 5 4 9
1 b 1 a 1 a
|B|] = (32 columna) = a2 1 —b2 L 2 L b =a?(c-b)-b2(c-a)+c(b-a)
Este tipo de determinante se denomina Vandermonde. Es interesante observar que:
1 0 0
c,—ac, s
|B| = 5 =|1 b-a b“-a‘|=(b-a)(c2-a?)-(c-a)(bz-a?)=
c;—a’c 1 2.2
c-a c"-a

=(b-a)(c-a)(c+a)-(c-a)(b-a)(b+a)=[c+a-b-a](c-a)(b-a)=(c-b)(c-a)(b-a)

3 3 5
3 5/ [3 5
|C] = (32 columna) =-3-2 2 -2/ =-3|4 -1 =-3-3:(-16)=144
2 -2 2 -2
41 0
4 -1 1 6
£, +f 0 0 -3 3 0 -3 3 0 -3 3
D= ° '|= - =412 -1 8|=(f+f)=42 -1 8 =
—f,+f,) [0 2 -1 8
-2 2 -4 0 1 4

0 -2 2 -4

-3 3
= (12 columna) = 4~(—2)-| 1 4| =-8-(-15) =-216.

Algebra
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ACTIVIDADES RESUELTAS

23. Calcula los siguientes determinantes triangularizandolos previamente:
213 1 1 3153
3 6 -9 3 6 9 1011 -2 -70-42
a)|0 0 -2 b)[-2 7 -2 0)0210 dfo 01 01
-2 1 5 o 1 5 0123 0 0211
0 0011
3 6 -9 3 6 -9 1 2 -3 1 2 -3
a0 0 -2=(fhefz)=-2 1 5|=3:{0 0 -2/=2fi+f)=-3-|/0 5 -1 =(-3)1-5:(-2)=30
-2 1 5 0 0 -2 -2 1 5 0 0 -2
3 -6 9 1 -2 3 1 -2 3 1 -2 3
b) -2 7 =2/=3-2 7 =2/=(2fi+£)=3-0 3 4 =(fef:)=(3)0 1 5=
0 1 5 0 1 5 0 1 5 0 3 4
1 -2 3
=(-3f,+f;)=-3|0 1 5 |=(3)11-(-11) =33
0 0 -11
2131 1011 101 1
C) 1ot 1=(f1<—)f2)=—2 L3 =(—2f1+f2)=—0 v _1:
0 210 0210 021 0
01 2 3 0123 012 3
10 1 10 1 1
=(—2f2+f3J:_0 1 —1:(f3+f4):_0 11 -y
—f, +f, 0 0 -1 2 0 0 -1 2
0 0 1 00 0 6
1 3 1 5 3 1 3 15 3 1 3 15 3
-2 -7 0 -4 2 0 -1 2 6 8 0 -1 2 6 8
d) 0 0 1 0 1=@Cfi+fz)=0 0 1 0 1=(26+f)=0 0 1 0 1|=
0 0 2 1 1 0 211 0 0 01 -1
0 0 0 1 1 0 011 0 0 01 1
1 3 15 3
0 -1 2 6 8
=(-fK+fy)=10 0 1 0 1|=1(-1)112=-2
0 0 01 -1
0 0 00 2

Algebra
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25.

26.

Algebra

Calcula las matrices adjuntas de las siguientes:

1.2 3 -1 3 -2 k+1 k-1 7
A=<O 1 2) B=(—1 -4 1) C=< 2 k+3 4)
0 0 1 0 5 -2 5 k+1 k

'r 2| r 1 |0 17
0 1 01 [0 o0 . 0
_ 2 3 13 1 2
adj(A) =| - - =-2 1 0
01 [0 1 0 0 L g1
2 3 1 3 1 2 B
12 02 o1
-4 1 1 1] -1 —4]
5 -2 0 -2 |0 5
3 -2 -5
_ ) I ) -1 3
adj(B) = | —|3 - =-4 2 5
0 -2 0 5
5 -2 -5 3 7
3 -2 -1 -2/ -1 3
-4 1 -1 1| |1 -4
[k+3 4 2 4 2 k+3
k+1 k 5 k 5 k+l K?—k—-4  20-2k  —-3k-14
_ k-1 7| k-1 7 k+1 k-1 , , ;
adjC=| - - =|-k*+8k+7 k“-k-35 -k“+3k-6
k+1 k 5 k 5 k+1 )
K1 7 K1 7 kil kel -3k-25 -4k +18 k“+2k+5
| k+3 4‘ _‘2 4‘ 2 k+3 |

Calcula: a) (A-B)™"; b) (A™)', siendo A y B las del ejercicio anterior

-3 10 -6 3 10 6
AB=|-1 6 -3|;]AB|=1;(AB)y1=|-2 6 -3|;|A|=1;(A)t=adjA
0 5 -2 -5 15 -8
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28.

29.
o ¢

30.

31.

Algebra

Calcula el rango de las matrices siguientes:
1.2 3 1 2
1 -3 2 5 4 0 -1
a=(t 222l B=(0 7 020)c=(130 6 0 7 110
3 12 6 10 2 2 11 6 -5 24 17 9 15 15 14 3 3
0 8 3 4 12 B B
. 11
r(A) = 2 ya que el mayor orden posible es 2y ‘3 ) #0.
Triangularizamos B:
12 3 1 2 123 1 2 132 1 2
07 0-20 “2+£) 107 0 -2 0 007 -20 —f, +f;
> > —(c, &c;)—> -
2 11 6 -5 24| A +f 070 -7 20 0 07 -7 20| |-5f,+f,
1 8 3 4 12 0 6 0 3 10 006 3 10
132 1 2 13220 1 132 2 1
007—20( )0070—2(1ff)007 _9(B)4
—(c, ©c)> -1 +f,) > =
000 520 " *7% 00020 5723000 20 -5 "
000 % 10 000 10 % 000 0
-3 0 -1
Tomando en Celmenor{ 0 11 0 |=-198 #0, se tiene que r[C] =3
-9 3 3
Sea A= (3 2 ?) Si A tiene rango dos, ¢uno o varios de los determinantes |3 te)| |g (f;
| son distintos de cero?
Si A tiene rango 2, algiin menor de orden 2 es no nulo. Los posibles menores de orden 2 son
a bljla ¢ b c o , . e .
4 o'ld fy f.Este ultimo tiene el mismo valor que f(matrlztraspuesta) por lo que, en
e e

efecto, alguno ha de ser distinto de cero.

a+b b
2a atb

JA1 < |A]l #0; |A] = (a+b)2 - 2ab = a2 + b2 Por tanto, sia = 0 = b A AL En cualquier otro caso, se

¢, Para qué valores de a y b tiene inversa la matriz A = ( )? Calcula A™".

4 . 1 |a+b -b
podra calcular A-1: A1= (1/]A])-adj(AY) = ———;
a“+b“|—-2a a+b

Demuestra que |adjA| = |A|™", siendo n la dimensién de la matriz cuadrada A.
Como |A|=|AY, entonces: |A|-|adjA|=]At|-|adjA| = |At-adjA|=

ayy Ay Ay (Ap Ap Ay |A| o - 0
Ay Az an2_A21 Ay o Ay, _ 0 |A| -0 :|An.
A A2n 7 Ay Anl An2 Ann 0 0o - |A|

Ya que al proceder a realizar el producto, se van obteniendo los desarrollos de |A| por una de sus
lineas (elementos de la diagonal) o por los adjuntos de una linea paralela, que sabemos resulta
ser 0. Por tanto |A|-|adjA| = |A|n, y si |A| # 0, entonces |adjA|=|A|»1.
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1T 1 1 1
2 3
32. Calcula el determinante 22 32 :'2 552
23 33 43 53
Para conocer la forma de calculo de un determinante de Vandermonde, resolveremos un caso mas
general:
1 1 1 1 1 1 1 1
N i f,—af 0 b q b-a c-a d-a
a C -a c-a -a
2 w2 2 q2|T f3_5"2'fl = 2 2 2 .2 12 .2 =b*-a® c’-a’ d’-a’|=
a® b° ¢ d s b®-a® c¢"-a® d°-a’l || ; 5 3 3 3 3
a3 b3 C3 d3 f4_a 'fl 0 b3—a3 C3_a3 dg_a3 b —a C —a d —a
1 1 1
= (b-a)(c-a)(d-a)] b+a c+a d+a |=
b?—-ab+a® c?’-ac+a® d*-ad+a”
1 1 1
= (b-a)(c—a)(d-a)] b+a c+a d+a =
b(b—a)+a® c(c-a)+a’ d(d-a)+a*

f,—(b+a)f, 1 1 1
=\ £ (b —abial ) f =(b-a)(c-a)(d-a)0 c—b d—b _
s~ (b7 —abrat), 0 c?’-ac+ab-b* d*-ad+ab-b?

c-b d-b
)(c+b-a) (d-b)(d+b-a)

= (b-a)(c—a)(d-a)‘(c_b

1
+b—-a d+b-a

= (b-a)(c-a)(d-a)(c-b)(d-b) ‘C ‘= (b-a)(c-a)(d-a)(c-b)(d-b)(d-c)

Con lo cual, en el ejemplo numérico, se tendra:
A=0B-2)4-2)5-2)(4-3)(5-3)(5-4)=1-2-3-1-2:.1=12
: . _ _(2 3 _(1 1
33. Halla la matriz X que verifica que A-X-A = B, donde A = (1 2) yB= (2 3)

Multiplicando a izquierda y derecha por A-1:

2 =31 1|2 -3 -1 -2
ALAXAALl=ALMALD X=A1LMALl= . . -
-1 2|2 3|]|-1 2 1 1

34. Obtén la forma general de una matriz A de orden 2 que sea antisimétrica. Calcula A% A*y A%,

a=—-a=>a=0

e e A

d=-d=d=0

, o 1[0 1] ,[-1 o )
Asi A2 = b2- : — b = —b21;
-1 0J[-1 © 0 -1

0 1 0 1
AﬁpmsA%=w49A“=(NF=bQJQA%=AﬁA=bﬂ+b{ ) }:Ni{ }

Algebra 9
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1 a2-1 a
35. Halla el rango de la matriz A = (1 232 -2 23 _1>, segun los valores del parametro a:
1 0 a2
1 a?-1 a
PROCEDIMIENTOI: [A| =1 2a%2—-2 2a-—1|=(Sarrus)=(az2-1)% |A|=0<a==1
1 0 a?
Portanto: 1)Sia#-1ya=#1,rango(A) =3
1 0 -1 1 -1
2)Sia=-1,A=(1 0 -3 ]=rango(A) =2, puestoque |1 _ | # 0.
1 0 1
1 0 1
3)Sia=1,A=(1 0 1|=rango(A)=1
1 0 1

PROCEDIMIENTO II: Triangularizamos por Gauss:
1 a?-1 a £~ f 1 a’-1 a 1 a*>-1 a
1 2a2-2 2a-1 ~(f2_f1)~ 0 a*-1 a-1|~(fz+f)~(0 a®-1 a-1
1 0 a? P \0 —(@*-1) a®-a 0 0 a*-1
Portanto: 1)Sia#-1ya=1,rango(A) =3

1 0 -1
2)Sia=-1,A~ <0 0 —2) =rango(A) =2 (2filasl.i.)
0 0 O
1 0 1
3) Sia=1,A~(0 0 O0]=rango(A)=1
0 0 0
a 1 1 a
36. Halla el rango de la matriz (2 b b? 1), segun los valores de los parametros a 'y b:
2 1 1 a
a-2 0 0 O
r(M)=(fi-f;)=r| 2 b b* 1].
2 1 1 a

2 1
D Sia=2,r(M):2yaqueelmenor2 2¢0.

0
1) Sia# 2, el menor L # 0y entonces r(M) dependera del valor de b.

Orlamos con la segunda fila y tercera y cuarta columnas:

a-2 0 0 a-2 0 0
M=|2 1 1|=@-2)b(2-1) A=|2 1 1=(-2)(1-ab).
2 b b? 2 b1

Asi,sib#0yb#tloab#1->r(M)=3.
Perosib=0 (Az#0) > r(M) =3
Ysib=41,r(M)=3 cuandoa#+1,y r(M) = 2 cuando a = 1.

Algebra 10
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

37. Resuelve por el método de Gauss los sistemas:
3x+2y—-z=-15

2x+y—-z=1 2x -3y =-2
Bx+3y+2z=0
a)-x—-2y+2z=1 b) 2x+y=1 c) 3x+y>i3z:11
3x+y—2z=-1 3x +2y=1

6x—4y +2z=30)
2x+y—z=1 2 1 -1 1 -1 -2 2 1

a) —x—2y+22=1}~<—1 -2 2 1>~(f1<—>fz)~<2 1 -1 1)~
3x+y—2z=-1 3 1 -2 -1 3 1 -2 -1

-1 -2 21 -1 -2 2 1
~ f2+2f1 _ _ N _l - B = N 5
(7 +37) <g B g) (=3£) (g L 21) (fs +5f2)

-1 -2 2 1 —x—4+6=1>[x=1]
~(0 1 -1 _1>—> sy-3=-1=y=2|>
0 0 -1 -3

2x =3y =-2 2 -3 =2 fo—f 2 -3 =2 2 -3 =2
b) 2x+y=1}~<2 1 1)~(2f§_3}2)~<0 4 3>~(f2<—>f3)~<0 1 —1)

3x+2y=1 1 0 1 -1 0 4 3
~(fs — 4f2)~ ( >—’
7 110 =71 > SISTEMA INCOMPATIBLE
3x+2y—z-—15 3 2 -1 -15
) Sx+3y+2z=0 5 3 2 0 ~ (fs = =2f;) ~ 521 _15~ —f, +1f; -
3x+y+3z=11 3 1 3 1 4 Vs 32 0 St g
301 T
6x —4y + 2z = 30 31 3 11
-6 -4 2
3 2 -1 -15 15 3 2 -1 -15
0 -1 uw 25| ~ 3f) ~ -1 11 5~(—fz+f3)~0—111 75 | 2
0 -1 4 26 0 0 -7 —49
z="2=7 x——4
y=112-75=77-75=2 >

x=1(-15+2-2y)=1(-15+7-4)=—4

38. Resuelve por Cramer el sistema: (I)x+y=0,(I)y+z=38, (lll) 7y—-z=0.

11 0 01 0 1 0 0 110
[Al=10 1 1|=-8;|A]=8 1 1|=8;|A)=0 8 1|=-8;]A,=1|0 1 8 =-56;
07 -1 07 -1 0 0 -1 07 0
A A A
X = M:—l, y= u:ll 7= u:7

Algebra 11
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ACTIVIDADES RESUELTAS

40. Sabiendo que a > b > ¢ son tres numeros naturales consecutivos, resuelve por Cramer el
sistema(l)x+y+z=a,(ll)x—z=—c, (lll)y+z=Dh.
11 1 a 1 1
Al=1 0 -1=1;|Ad=|-c 0 -1 =@-¢)-(b-c)=2-1=1;
01 1 b 1 1
1 a 1 1 1 a
[Ay] =11 -c -1 =2(b-c)-(a-¢c)=2-2=0;]A,/=1 0 —-¢=a-b+c=1+c=hb.
0 b 1 01 b
Portanto,x=1;y=0;z=b
41. Discute los siguientes sistemas:
Xty+z=2 3x—4y +2z=1 x—2y=-3
(N4 3x—2y-z=4 (I 4—2x-3y+z=2 (M) {—2x+3y+z=4
—2X+y+2z=2 5x—y+z=5 2x+y—-5z=4
0 15 ( 10y—-4z+t=1
+ —7Z=—
2x—-3y=-2 5Xx+3yy+222:0 X+4y—z+t=2
(IV){ 2x+y=9 (V) 3x+y+32=11 (V1) 3x+2y+z+2t=5
3x+2y=1 —2x — —2t=
’ |6x— 4y +22=30 ox-Byr2z-2=-4
X—06y+3z=1
1 1 1
D A=|3 -2 1|;detA=-14->r(A)=3=r(B) - SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO
-2 1 2
(3 -4 2 3 4 3 -4 1
I A=|-2 -3 1];detA=0;|_2 _3|=—17er(A)=2.0r1amos: —2 -3 2|=-102
5 -1 1 5 -1 5
Por tanto r(B) = 3# 2 =r(A) - SISTEMA INCOMPATIBLE
1 -2 0 L 1 -2 -3
M A=|-2 3 1| detA=0; |=—19r(A):2.0r1amos: 2 3 4|=0
2 1 -5 —2 3 2 1 4
Por tanto r(B) = 2 =r(A) - SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO (1 g.1.)
2 -3 b 1 2 -3 2
- : _ .B= Bl =— _ _ SISTEMA
IV)A=[2 1 ,|3 2|—1¢0,B—2 1 9|;IB=-107%0.18)=2#3=1(B) >\ ")V o 4T1BLE
3 2 3 2 1
3 2 -1}-15
3 2 -1
5 3 310
V) A|B= ; |B|l = 0 ya que fy = —2f; 5 3 2|=-5=#0.
3 1 3|11
3 1
-6 -4 2 (30

Luego r(A) = r(B) = 3 = n? de incognitas > S. C. D.

Algebra
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0 10 -4 1|1 1 4 -1 1|2
1 4 -1 1|2 0 10 -4 1|1
VI) Buscamos el rango por semejanza: | 3 o, 1 o |5 |[~oR)~ 3 52 1 25
-2 -8 2 -2|-4 -2 -8 2 -=-2|-4
1 -6 3 011 1 -6 3 011
1 4 -1 1|2
i I R R T N U,
~2f+f, |~1o 10 4 —1l-1 ~L) 0 -4 1 J% r(A) = r(B) = 2 < n® de incégnitas>
—f, +f5 0 0 0 010
0 -10 4 -1}-1

Sistema Compatible Indeterminado.

42. Discute y resuelve, si es posible, los siguientes sistemas:

X+y+z=2 3x—4y+2z=1 X—2y=-3
(N4 3x—2y-z=4 (I 4—2x-3y+z=2 (M) {—2x+3y+z=4
—2Xx+y+2z=2 5x—y+z=5 2x+y-5z=4

()  Triangularizamos, utilizando el método de Gauss, la matriz ampliada:

1 1 1 2 £, — 3, 1 1 1 2 1 1 1 2
3 -2 -1 4 ~(f2+2f1)~ 0 -5 —4 —2|~Gfz+3)~|0 -5 —4 -2
-2 1 2 2/ 7Y N0 3 4 6 0 0 8 24
Es evidente que r(A) = 3 =r(B) = SCD. Resolvemos por Gauss: z = 24/8 = 3;

—Sy-12=-22y=-2;x-2+3=2->x=1.Portanto: (x,y,2) = (1,-2,3)
(II) Triangularizamos, utilizando el método de Gauss, la matriz ampliada:
3 -4 21 3 -4 2 1 3 -4 2 1
3f, +2
(—2 -3 1 2) ~ (3;2 - 5?) ~ (0 -17 7 8 >~(f3 + f2)~ (0 —-17 8 )
5 -1 15 391 N0 17 =7 10 0O 0 0 18
Es evidente que r(A) = 2 # 3 = r(B) = SI. No hay solucidn.

~

(IlI) Triangularizamos, utilizando el método de Gauss, la matriz ampliada:

1 -2 0 -3 1 -2 0 -3 1 -2 0 -3
+2
<—2 3 1 4 >~ (;2 - 2?) ~ (0 -1 1 —2) ~(fs + 5f2)~ <0 -1 —2)
2 1 -5 4 Y7 N0 5 -5 10 0 0 0 0
Es evidente que r(A) = 2 = r(B) - SCI. Resolvemos por Gauss: y = z + 2;

[EnN

x=-3+2y=-3+2(Z+2)=1+2zAsi,siz=Mxy,2)=1+2LA+2,1)

Algebra 13
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44, Discute los siguientes sistemas dependientes de un parametro:

4x +2y =k kx+y—-z=8 X+y+z=1
a)y x+y—-z=2 b){ x+y+z=0 c){ y+tkz=1
kx+y+z=1 2x+z=k X+2y=k

4 2 0 k 1 1 -1 2 £, — af 1 1 -1 2
a) (1 1 -1 2>~(fz<—>f1)~<4 2 0 k>~(f2_kf1)~<0 -2 4 k—8>~
k1 1 1 k1 1 1 3 L 0 1-k 1+k 1-2k

1 1 1 -1 2 11 -1 2
~(§f2)~(0 -1 2 k/2—4)~(f3+f2)~<0 -1 2  k/2-4 >~
0 1—k 1+k 1-2k 0 —k 3+k —3-3k/2

1 1 -1 2
~(fs — kf2)~ (0 -1 2 k/2—4 ) Por tanto:
0 0 3—k —3+5k/2—k%/2

I) Sik#3,r(A) =r(B) =3 S.CD.
1 1 -1 2

I)Sik=3:B= (0 -1 2 —5/2) S>r(A)=2=r(B)>SCL(1g1)
0 0 0 0O

k 1 -1 8 111 0\ ¢ pey (1 1 -1 2
b) (1 1 1 0>~(fz<—>f1)~<k 1 -1 8>~<f3_2f1)~<0 1—-k —-1—k 8>~
2 0 1 k 2 0 1 k 0 -2 -1 k
1 1 -1 2 1 1 —1 2
(2f2+f3)~<0 —2k -3-2k 16+k>~(kf3—f2)~<0 —2k —-3-2k 16+k )
0 -2 —1 k 0 0 k+3 k2—k-—16
)Sik#0yk=-3,r(A) =3=r(B) > S.CD.

11 -1 2 11 -1 2
II)Sik=O,B=<0 0 -3 16>(f3+f2)~<0 0 -3 16); r(A) =2 =r(B) > S.CL

00 3 -16 00 0 0
11 -1 2

III)Sik=—3,B=(0 6 3 13>;r(A)=2¢3=r(B)98.I.
00 0 -4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 2
<) (0 1 k 1>~(f3—f1)~<0 1 k 1 >"‘(f3—f2)~<0 1 k 1 >

12 0 k 01 -1 k-1 0 0 —k—1 k-2
D) Sik=-1,r(A) =3 =r(B) > S.C.D.

11 -1 2
II)Sik=—1,B=<O 1 -1 1>;r(A)=2¢3=r(B)95.I.

00 0 -3
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46. Discute los siguientes sistemas homogéneos:
( —2x+y+3z=0

() {x=my—-3z=0 (||){ oy
5Xx—y+mz—-t=0 —X+3y+2z+2t=0
5x—-2y—-z=0
—4x—-3y+5z—-4t=0
2 -3 1
M1 -m -3=7m+ 28 a) Sim #—4, r(A) = 3 = Solucion trivial.
5 -2 -1
b)Sim=—4,|§ _11|¢0 >rA) =2
3 L .
(IDr L J = 2 < n2incdgnitas 2 S.C.I. para cualquier valor de m.
-2 1 3 0] -1 3 2 2
3 1 -4 2 3 1 -4 2 3f, +f
(11D ~(fi o f3)~ o S A
-1 3 2 2 -2 1 3 0 —2f, +1;
-4 -3 5 -4 -4 -3 5 -4

0 10 2 8 (f2:2f3j [—1 3 2

2
>r(A)=2>S.C.1L
f,=3f,) |0 -5 -1 -4

X=a+fB+A

x=-20+f y=a—B—3A
47. Elimina los parametros de los siguientes sistemas: a)y=-a+ 2 b) =24 — 2\ }
z=0a-f t=4a — 4\ )

Considerados los parametros como incognitas, el sistema ha de ser compatible y por tanto, rangos
de matriz principal y ampliada iguales:

-2 1 -2 1 x
ar|(-1 2 (=22>-1 2 y=02>x+y+3z=0
|1 -1 1 -1 z
1 1 x
1 1 1 1 -1y =0=>x+y-z=0
1 -1 -3 1 2 0
b)r =2 #0 | Orlamos este menor: z
2 0 -2 2 1 1 x
4 0 -4 2 0 z[=0 >t=2z
4 0 t
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48.

VECTORES

Prueba que la condicién necesaria y suficiente para que dos vectores libres en el plano, @i y 7,

tengan la misma direccion es que i = A-¥ (A € R).

49.

50.

(=) Sean i, ¥ con la misma direccién. Si  y ¥ tienen el mismo sentido, tomamos A = %
. p . u

Evidentemente A¥ serd un vector equipolente con % ya que |[A¥| = % |¥| = |u|. Luego U = A¥. En

. , U

el caso de ser de sentidos opuestos bastara tomar A = — ll?ll

(<) Por definicién de producto externo Av es un vector con la misma direccién que v. Por tanto U
= A-Uy ¥ tienen la misma direccién.

- -

U+Vyb=U-V, entonces: U= -a+ a - -b.

N =

1
2

Aplicando el teorema de Tales al paralelogramo construido para */
la suma @ + b, se obtiene que % (& + B) = %& + %B Entonces: as ‘?*b

%.. LT
U ".',‘/'..J/

}=>2ﬁ=ﬁ’+ﬁ’=&—ﬁ+l3+ﬁ=a+5 7

byv=

N =
N =

Comprueba que sia =

b

Considera el conjunto de los polinomios de coeficientes reales de grado menor o igual que

tres en una indeterminada. Demuestra que dicho conjunto, con la operacion suma de polinomios y
el producto externo de niumeros reales por polinomios, es un espacio vectorial real.

51.

Un polinomio de grado menor o igual que 3 puede escribirse: ax3 + bx2? + cx + d. Si consideramos
que los polinomios los escribimos con sus monomios en orden decreciente de sus grados, dicho
polinomio puede identificarse con (a, b, ¢, d), es decir, queda asociado de manera univoca a un
vector de R%. De la misma manera, la suma de polinomios se corresponde con la suma de vectores
en R4, y el producto por un n® real con el producto de un escalar por un vector. Asi pues, es obvio
que el conjunto de los polinomios de coeficientes reales de grado menor o igual que tres en una
indeterminada tienen estructura de espacio vectorial.

SeaV={(x,v,Y, X)X, ye R}, en el que se definen las operaciones:
XYy, X+ (ztt-=z)=xx+z,y+ty+t —(x+2) A%, Y, Y, =X) = (A%, Ay, Ay, —A-X)
Demuestra que V, con estas operaciones, es un espacio vectorial real.

SUMA:

Asociativa: (a,b,b,-a) + [x, vy, X))+ (z t t-2)]=(a b b -a)+x+zy+ty+t-(x+2)=
=(@+x+zb+y+tb+ty+t-@a+x+z)=(Q@+xb+yb+y-@+x)+(ztt-z)=
= [(a,b,b,-a) + (x,y,y,-X)]+ (z t t, -2)

Elemento neutro: (x,y,y,-x) +(0,0,0,0)=(0,0,0,0) + (x,y,y,-X) = (X, ¥, ¥, -X)

Elemento opuesto: (x,y,y,-X) + (-%,-y, -y, X) = (-X, -y, -y, X) + (X, ¥,¥,-x) =(0,0,0,0)
Conmutativa: (X, y, 5, X) + (Ztt,-2) = +zy+ty+t-x+z)=Z+xt+yt+y -(z+x))
=z tt-2)+ (XYY -X)

PRODUCTO EXTERIOR:

Distributividad respecto a la suma de escalares: (. + n)-(X,y,9, -X) =

=(A+wWxA+wWy A+wy -+ px)=Ax+ Py +py, Ay +py, - (Ax+ px))=
=X Ay, Ay, - Ax) + (WX, ey, ey, -pex) =A%y, Y, %) + (X5, ) -x)

Distributividad respecto de la suma de vectores. \-[(X,y,¥,-X) + (z, t, t, -2)]|=
=AxX+zy+ty+t-xX+z)=(Ax+2), A(y+1),A(y+1),-A(x+2)=
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=(Ax+ Az, Ay+ At Ay + At -(Ax+Az)=(AX Ay, Ay, - AX) + (Az, At At - Aez) =
=AYy -X)+A(ztt-2)

Asociatividad respecto al producto de escalares:
Ay Y X)) = (WX, wy, wy, -wx)= (b X, Apy, Ay, -Apx)=(Aw) (% y, y, -X)
Elemento unidad: Bastara tomar A = 1
52. Dado el conjunto {(x, y) € R/ x>0, y > 0} averigua si es un subespacio vectorial de R?.
No es subespacio vectorial porque si A < 0, Ax < 0 aunque seax >0

53. Considera el espacio vectorial de los polinomios en una indeterminada de grado menor o
igual que dos Ry[x]. Demuestra que el sistema {1, x, x°} forma un sistema generador de R,[X].

Todo elemento de R:[x] es de la forma ax? 4+ bx + c, es decir a-x2 + b-x + c-1, es decir,
combinacidn lineal de elementos de {1, x, x2}, por tanto, es evidente que es un sistema generador.

54. Sean los vectores i, ¥, w € V° de la figura. Considera el
conjunto S = {u + v, u — v, U — 2U + w}. (Es S un sistema libre? ;Y
elsistemaS ={u—v, v—u, w—1u}?

Segln se observa en la figura, u — U y U + ¥ estan en el mismo /
plano que i y ¥, y son linealmente independientes entre si. Pero el b

— - — e .
vector U — 20U + w no esta en el mismo plano, por tanto S es un
sistema libre. Lo mismo ocurre con S’ ya que para que un sistema de tres vectores sea ligado en V3
deben ser coplanarios.

u

55. Demuestra que si {u, ¥, w} es un sistema ligado en un espacio vectorial V, también lo es el
sistema {u, ¥, w, t}
Si el conjunto de vectores {u, ¥, w} es ligado, es porque existen tres escalares a, b, ¢, no todos

nulos tales que aii +b¥ + cw = 0. Por tanto, también aii 4+ b¥ + cw + 0f = 0. Es decir, el
conjunto {i, ¥, W, t} también es ligado.

56. Dado el cuadrado ABCD, ¢ son linealmente independientes los vectores AB y CB? .Y los
vectores AB y CD?

Los vectores AB y CB'son perpendiculares por tanto son l. i. en V2 Pero AB y CD son
equipolentes, por tanto no pueden ser L i.

57. Demuestra que los vectores de la forma (x, y, x) forman un subespacio vectorial de R®.
Encuentra la base {u, v} de este subespacio enlaque (5,3,5)=2u+3vy(3,2,3)=u+ v.

Sea A ={(x,¥,X) /%,y € R }. Se trata de probar que la suma de vectores de A y el producto por un
escalar, vuelve a ser un elemento de A:

xyx)+ &, y,x)=x+x,y+y,x+Xx) € A Andlogamente 1-(X, y, X) = (A'X, Ay, A'X) €A
Por otra parte, una base de A seria de la forma B = {(p, q, p), (m, n, m)}. Entonces:
(5,3,5)=2(p,q,p) + 3(m,n,m) = (2p + 3m, 2q + 3n, 2p + 3m) > { p

2q +3n =3

(3,2,3)= (p,q,p) +(mn,m)=(p+m,q+n,p+m) > { q+n =2

Resolviendo este sistema de 4 ecuaciones, resultaque it = (1,0, 1) y v = (1,1, 1)
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59. SeaE ={(a, 0, b)/ a, b € R} un subespacio de R?. ;Pertenece (0, 0, —2) a E? Si es asi, da sus
coordenadas respecto de la base B = {(-2, 0, 0), (1, 0, —1)} de E.

Por tener la segunda componente nula, el vector (0, 0, -2) pertenece a E.
(0,0,-2) =2A1(-2,0,0) + A2(1,0,-1) = (=211 + Az, 0, -A2).

Igualando las componentes: 0 = -2A + A y-2=- 2 M =1yl = 2.
Por tanto (1, 2) son las componentes de (0, 0, -2) en la base B.

60. Considérese el subespacio generado por los vectores 1 = (1,2,-1,2)y v =(0, 1, 2, 1). ;,Qué
valores deben tomar ay b para que w = (1, 4, a, b) sea un vector de dicho subespacio?

Sea W = L(u, V). Para que w € W, deberdan existir A y u tales que w = A-u+p-v. Es decir:

(1,4,a,b) = (A, 2h+p, A4+2u,204+p) 2 1=, 4 =20+, a=-A+2u,b=2A4+p>a=3yb =4
61. ¢ Cudles son las coordenadas de # € R? en la base B’ = {(0,1), (2, —1)} sabiendo que en la
base B ={(1,0), (0, 1)}es v =(2,-1)

Veamos como se expresan los vectores de la base B respecto de la base B’:

(1,0) =a1(0,1) + a2(2,-1) = (2az, a1 - a2) (0,1) =b1(0,1) + b2(2,-1) = (2bz, b1 - by)

Igualando componentes y resolviendo el sistema resultante: a; = %;,a, =%,b; =1y b, = 0.

Por tanto: ¥ = 2(1,0) - 1(0, 1) = 2[%(0, 1) + %(2,-1)] - 1[1(0, 1) + 0(2,-1)] = 0(0, 1) + 1(2, -1).

Es decir, las componentes de ¥ en la base B’ son (0, 1)

62. Si se define el rango de un sistema de vectores como el numero de vectores linealmente
independientes que posee, averigua el rango del sistema formado por los vectores de R*:

(1,0,0), (0,1, 1), w(1,1,1) y  E(1,-1,-1).
~ .S

Se observaque W =t#+vyquet=1u 6lo queda ver si los vectores U y v son linealmente

independientes. Para ello:
0=1(0,0,0)=a(1,0,0) +b(0,1,1) = (a, b, b).
Igualando componentes, se obtiene que debe ser a = 0 y b = 0, asi pues son linealmente
independientes. Por tanto, el rango es 2.
63. Calculaay b, para que los puntos A(2, -1, 0), B(3,0, 1)y C (a, b + 1, 2) estén alineados.
Consideramos los vectores:
AB=(3-2,0-(-1),1-0)=(1,1,1) y AC=(a-2b+1-(-1),2-0)=(a-2,b+2,2)
Para que A, By C estén alineados, estos dos vectores deben tener la misma direccién y por tanto,
a-2 _b+2 _ 2

= — = -, de donde, se obtienequea=4yb = 0.

sus componentes deben ser proporcionales: T "

64. Sea M = (2, -1, 3) el punto medio del paralelogramo ABCD, calculaCyDsiA=(1,-1,1)yB
=(3, -2, 5).

Observamos en la imagen que AM = (1,0,2) = MC= (xc-2,yc+1,2zc-3).
Portanto: xc-2=12>xc=3;y¢c+1=02>yc=-1;2c-3=2 >z =5.
Es decir: C= (3,0, 5).

Analogamente, AB = 2,-1,4) = DC = xp-3,yp-0,z0-5)>D=(5,-1,9)
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66. Encontrar los vectores unitarios de R® que son perpendiculares a ©= (1, 0, 1) y forman un
. o — (1 V2 1
angulo de 60° con w = (E' R E)'
Consideramos el vector i (a, b, c).

Puesto que % y ¥ han de ser perpendiculares,i-v =0>a+c=0->c=-a—> U (a b, -a).

W2 a

Por otra parte, T-w = [u||W|cos60°= % +—-—5- Como U es unitario, |u| = 1; y [w| = 1, tenemos

bV2 V2

que cos60° = - © b= > Luego U (a, g, -a).

Recordemos que |u| =1 > 2a2+ % =1 > a=1%. Porlo tanto, U = (i% g 1%)

67. Los vectores i, ¥, w e V° verifican: || =3; 4 - ¥ =10y w = 3 — 2. Halla 2 - w.
UW=u@Bu—-20)=3u-u—2u-v=3-|u|?+10=3-9+ 10 =37
68. Calcula el angulo que forman 1 y v sabiendo que |u| =3, [¥| =5y [u + V| =7.

U+DV)(U+V)=Uud+2Uuv+ 00U = U2+ 2u-v+ |92=9 + 2u-v + 25 =2u-v + 34

- o>

Pero (i + ¥)-(U+ V) =|d+ v|2=49.Portanto 2u-¥ + 34 =49 = u-v=7,5

—

el

; 5, v 75 1 R
Asi: cos(ﬂ,v) = Em 382 = UV =60°

—

69. Los vectores %, B y w cumplen las condiciones: [i| = 5, |B| = 4, [W| =7, 4 + % + w = 0.

> —

Calculav - v+ U -wW+v-w.

0=00=U+v+W)-U+TV+W)=Ud+DV+WW+2U-V+ 2U-W+ 20W =
= U2+ P2+ W2+ 20V +UW+TUW)=25+164+49+ 2(U-v + U-w + v-W)

—90
2

Por tanto U-¥ + U-w + U-w -45,
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EL ESPACIO AFIN

70. Dibuja un sistema de referencia con el origen en un vértice de un cubo y los vectores de la
base, las tres aristas concurrentes en ese punto. Determina las cooredenadas del vértice del cubo
que no esta sobre los planos de coordenadas.

(0,0,a)

A (a, a, a)

(0,a,0)

(a,0,0)

71. Hazlo mismo que en la actividad anterior, pero ahora con un ortoedro.
(0,0,c)

(a,b;/c)

(0,/b,0)

(a,0,0)

72. Halla las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P(1, 2, 3) y tiene la direccion del
vector v(4, 5, 6).

) x=1+42 x—1 y—-2 z-3
PARAMETRICAS: {y = 2 + 51 - CONTINUA: = =
4 5 6
z=3+641

Multiplicando extremos y medios en cada una de las dos igualdades de la forma continua y
trasponiendo términos y reduciendo:

S5x—4y+3=0_ 5 —4y+3=0
6x—4z+6=0 3x—2z+3=0

73. Halla las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos A(1, 2, 3) y B(6, 5, 4).

GENERAL: { (Simplificando 22 ecuaci()n)~{

Puede reducirse al ejercicio anterior haciendo A el papel de P y el vector ﬁ(S, 3,1)eldev:

, x=1+54 x—1 y—-2 z-3
PARAMETRICAS: {y = 2+ 341 > CONTINUA: = =
z=34+21 > 3 1

74. Halla la ecuacioén del plano que contiene el punto P(1, 0, 2) y los vectores u(3, 2, 1) y v(2, 1, 3).
a) Forma vectorial: 0X = 0P + A\d + uv - (x,y,z) =(1,0,2) + 1(3,2,1) + u(2,1,3)

b)  Forma paramétrica (forma vectorial expresada componente a componente):
x=14+314+2u

y= 21+ u
z=24+21+4+3u
c¢) Forma general (eliminacién de los pardmetros A y p):
x—1 3
y 2 1|=0-5x—7y—2z—-3=0
z—=2 1 3
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76. Halla la ecuacion del plano definido por los puntos A(1, 0, 2), B(2, 1, 0) y C(1, 1, 2).

Puede reducirse al problema anterior haciendo jugar a uno de los puntos el papel de P y los
vectores AB (1,1,-2)y AC (0,1, 0) los de uy v, de manera que:

x—1 1 0
y 1 1{=0-2x+z—-4=0

z—2 =2 0

O bien, una forma equivalente del determinante, que utiliza directamente las coordenadas de los
11 11

) x 1 2 1f_ A

puntos: y 011 =0->2x+z—-4=0

z 2 0 2

77. Calcula, de dos maneras distintas, la ecuacion de un plano que, pasando por el origen,
contenga al segmento de extremos A(1, 2, 3) y B(0, 0, -1).

Es analogo al ejercicio anterior 04 (1,2,3)y 0B (0,0,-1):

x 1 0
y 2 0(=0-2x—-y=0
z 3 -1
O bien, una forma equivalente del determinante, que utiliza directamente las coordenadas de los
1 1 1 1
) x 0 1 0f_ o —
puntos: y 0 2 0 =0->2x—y=0
z 0 3 -1
x=1+ A
78. Unplano contienealasrectasrix —1=y—-2=z—-3ys: {y =2 . Halla su ecuacion.
z=3+21

Ambas rectas pasan por el punto P(1, 2, 3). El vector director de res ¥ = (1,1,1) yel de sesw =
(1, 0, 2). Por tanto, la ecuacidén del plano que contiene a ambas recta viene dado por:

x—1 1 1
y—2 1 0[=0-2x—y—-2z+3=0
z—3 1 2

79. Utilizando las propiedades de los determinantes, comprueba que son equivalentes las formas
X—Xo P1 q1

Y—Yo D2 Q2
Z—Zy P3 (g3

No hay mas que desarrollar el determinante por los elementos de la primera columna:

de ecuacion de un plano: Ax + By + Cz+ D=0y =0

X —X

_ o Pith _ P2 42 P1 41 P1 41 _
Y—Yo D2 Q2 —|p3 qgl(x—xo)—p3 q3|(y—yo)+|p2 q2|(z—20)—
Z—Zy P3 Q3

D2 Qle_pl C11| P1 CI1|Z_P2 ‘Iz|x +P1 CI1| _|P1 C11|
P3 Qs p3 Q3y P2 42 ps q317% " lps g Yo P2 Q42

Obtenemos la equivalencia deseada sin mas que llamar:

_ P2 9z _ P 4 _ 11 41 _ P2 92
~Ip3 Q3| B= P3 Q3| C_Pz QZ| b=

zo=0

P1 41

4 b3 Q3|x0+P3 Q3|y0_|gl g;|20
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80. Posicion relativa de los planos 4: 3x+ 2y —z+7=0y n: 2x—-y+z—-1=0.

Sea un vector caracteristico de m; dado por los coeficientes de las variables: ¥ = (3, 2, -1), y un
vector caracteristico de m,, ¥ = (2, -1, 1). Es evidente que las componentes de estos vectores no

son proporcionales:
3 2 1

2771
Por tanto, los planos son secantes. Si queremos matizar si hay perpendicularidad, procedemos a
efectuar el producto escalar de ambos vectores:
U-v=3-2+2-(-1)+(-1)-1=3#0
Es decir, los planos son SECANTES, NO perpendiculares.
Otra manera de enfocar la resolucién es aplicar el teorema de Rouché al sistema de ecuaciones
formado por las dos ecuaciones de los planos:

3 2 —-1\_.,_.(3 2 -1 7
T(Z 1 1)—2—r(2 1 _1)—>SC1—>PLANOSSECANTES

81. Posicion relativa de los planos ny: 6x + 12y — 92+ 1 =0y m: 2x + 4y -3z -7 = 0.
Comprobamos la proporcionalidad de los coeficientes:
6 12 -9 1

2733377

Por tanto, los planos son PARALELOS (NO coincidentes)
82. Posicion relativa de los planos m4: 6x + 12y =9z + 15 =0y m: 2x + 4y -3z + 5= 0.

Comprobamos la proporcionalidad de los coeficientes:
6_12 -9 15

2- 4 -3 5
Los planos son PARALELOS, COINCIDENTES:
Ambas ecuaciones corresponden al mismo plano.

83. Posicion relativa de los planos n4: 3x + 2y —z+ 7 =0, m: 2x—y+z—-1=0yms: x+y+z=0.

Estudiamos el sistema de ecuaciones formado por las tres ecuaciones de los tres planos. Para
obtener la solucidn, en su caso, aplicamos el método de Gauss:

1 1 1 0 F, - 2F, 1 1 1 0 “1-F, 1 1 1 0
2 -1 1 1 ~<F—3F>~ 0 -3 -1 1 ~(F<—>F)~ 0o 1 4 7]~
3 2 -1 -7 7Y N0 -1 -4 -7 27 N0 -3 -1 1
11 1 0 X =-
~(F3+3F2)~<0 1 4 7>—>y=—1
0 0 11 22
Es decir, los planos SE CORTAN en el punto P(-1, -1, 2).
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84. Estudia, en funcion de los valores del parametro k, la posicién relativa de los planos
i 3X—ky+2z—(k—1)=0,m:2x-5y+3z-1=0ynz: x+3y— (k- 1)z=0.

Nuevamente, se trata de discutir el sistema de ecuaciones. Aplicamos el teorema de Rouché:

3 -k 2
M=|2 -5 3 |=-2k?*+14k—-20=-2(k—2)(k—15)
1 3 1-k

|i _35| #0->r(M) =2, Vk

a) Sik#2yk#51r(M)=3=r(M)— SCD — Los tres planos se cortan en un punto.

3 -2 1
b) Sik=2: |2 -5 1/=0-r(M")=r(M) =2 - SCI - Los tres planos se cortan en una recta.
1 3 0
3 -5 4
c) Sik=5:(2 -5 1[=30->r(M')=3#2=r(M) - SI
1 3 0

Una vez comprobamos, a simple vista, que no hay dos planos paralelos (coeficientes no
proporcionales), concluimos que los planos se cortan dos a dos en tres rectas paralelas.

85. Halla la ecuacién de “todas las hojas de un libro, en cualquier posicién de lectura”, sabiendo
que las ‘tapas, abiertas en una determinada posicion” tienen de ecuacion: {\/§y + ZOZ 0

7Z =
Las hojas del libro, abiertas en cualquier posicion, constituyen los planos del haz de planos cuyo

ejecomineslarectadada: V3y+z+kz=0-V3y+(1+k)z=0; kER

86. EIl nucleo de un transformador de corriente eléctrica estd formado por placas de metal
separadas por capas de aislante o dieléctrico. Halla la ‘ecuacion de esas capas’, si la de la primera
metalicaesx+y+z =1

Se trata del haz de planos paralelos al dado: x + y + z = 1 + k, donde k tomara valores concretos
dentro de un intervalo segun la separacion de las placas y la ‘anchura’ del transformador.

87. Determina la ecuacion del haz de planos que tiene por eje o arista la recta que pasa por los
puntos A(0, 1, 1) y B(1, 0, -2).

Hallamos las ecuaciones de la recta en forma continua:
x—0 y-—-1 z—1 x y—1 z-1

= = A ———
1-0 0-1 -2-1 1 -1 -3
Pasamos a forma de interseccién de dos planos con los ‘productos cruzados’ de dos de las
igualdades: {x ty-1=0 .
3x+z—-1=0

Estos dos planos nos dan la base para encontrar el haz de planos:
x+y—1+k(Bx+z-1)=0

Recuérdese que en esta expresion reducida del haz faltael plano3x+z—-1 =10
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X = A
_ _ x—y—1=0 .
89. Dadas las rectas: r={y= 1+ 1, s=Xl_Yr_72 tz{nl_x Y __ ., estudia la
S = 1422 1 2 1 my:2y—z+2=0

posicion relativa de cada par de ellas.

Una de las ideas principales de este tema es asociar a cada recta un punto de la misma y un vector
director. En los casos de ry ses inmediato. Para funa de las estrategias puede consistir en pasar
las ecuaciones a forma paramétrica. Viendo que la variable que se repite en ambas ecuaciones es

x=1+4+ pu
¥, la tomamos como parametro: t= {y = U. Asi, tenemos la siguiente correspondencia:
z=2++2u
{A =(0,1,-1) {B =(1,0,2) {C =(1,0,2)
r - — 4 - 4 —
u=(112) v=(1,21) w=1(1,1,2)
. 1 1 1
a) Posicionrelativaderyss AB=(1,-1,3)->13 ¢ 4Bl=|1 2 —-1|=-1#0
2 1 3
Las dos rects SE CRUZAN.
. 1 1 1
b) Posiciéonrelativadery & AC=(1,-1,3)->1g w A4cl=[1 1 —-1|=0
2 2 3

Vemos que 4 = v. Por tanto, como (3 w AC) = 2, las dos rectas son PARALELAS

c) Posicion relativade sy & Basta observar que B = C, es decir, tienen un punto en comun, y sus
vectores directores NO son paralelos. Por tanto, las dos rectas son SECANTES.

90. Estudia la posicion relativa del plano n: x + y + z + 1 = 0 con la recta de ecuaciones
rx—1=2-y=2z/3.

x=1+t
Pasamos a forma paramétrica las ecuaciones de la recta: r= {y =2-t
z= 3t

Sustituimos estas expresiones de las variables en la ecuacién del plano:
4
(1+t)+(2—t)+(3t)+1=0—>3t+4=0—>t=—§

Por tanto, la recta incide en el plano en el punto que se obtiene de sustituir este valor de ten las

. . 1 10
ecuaciones paramétricas de r: —3 3 —4

91. Halla el punto de interseccion de la recta x = 2t, y = 3t + 1, z = t con el plano 3x+2y—11z-5=0.
Operamos de forma similar al ejercicio anterior:

32t) +2(3t+1)—-11(t) - 5=0-t—-3=0-t=3->P=(6, 10, 3)
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93. Estudia las posiciones relativas del plano n: x +y+z+ 1 =0y lasrectas mx =y = _iz y

] { x—y=0
" 2x+z4+1=0
a) Posicionrelativadeny r:
x= t
Pasamos a paramétricas las ecuaciones de n{y = t y sustituimos en la ecuacion de =:
z=-2t

t+t—2t+1=0->1=0->;]INCOHERENTE! - RECTA PARALELA AL PLANO

b) Posiciénrelativadeny s:

X = t
Pasamos a paramétricas las ecuaciones de s: {y = t y sustituimos en la ecuacion de m:
z=-1-2t

t+t—-1-2t+1=0->0=0-;{0BVIO! - RECTACONTENIDAEN EL PLANO
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EL ESPACIO EUCLIDEO

94. Comprueba que los tres productos escalares de los vectores de la base por si mismos dan la
unidad.
(1,0,0)-(1,0,0)=1-140-04+0-0=1
(0,1,0)-(0,1,0)0=0:-0+1-14+0-0=1
(0,0,1)-(0,0,1)=0:-04+0-0+1-1=1
95. Verifica que los tres productos escalares de dos vectores distintos de la base son nulos.
(1,0,0)-(0,1,0)=1-04+0-14+0-0=0 1
(1,0,00-(0,0,1)=1-0+0-0+0-1=0 ™
|
|

(0,1,0)-(0,0,1) =0:-0+1-04+0-1=0
96. Halla el producto escalar de los dos vectores representados en la figura.
i=(1, 0, 1) =@, 1, 1) ”
TP=1-14+0-1+1-1=2 =

4

97. Calcula ayb en los vectores (1, 2, a) y (b, -1, 0), sabiendo que tienen producto escalar nulo
y que las componentes primera y tercera de su suma coinciden.

La componentes primera y tercera de su suma coinciden: 1+b=a+0-2>a=b+1
Producto escalar nulo: 1-b + 2:(-1) +a-0=b-2=02>b=22>a=2+1>a=3

98. Dadalarectar: (A, u)yelplano n: Ax + By + Cz + D = 0, 4 por qué es condicion necesaria y
suficiente para que sean paralelos que Auq + Bu, + Cuz; = 0?

El vector 4 = (uq,u,, u3) es director de la recta r. El vector ¥ = (4, B, C) es caracteristico del
plano m, y por tanto perpendicular al mismo. Asi pues, para que recta y plano sean paralelos, i y ¥
deben ser perpendiculares y, por ende, su producto escalar debe ser nulo:

ﬁ'ﬁ:Au1+Bu2+Cu3:0

Reciprocamente, si Au; + Bu, + Cuz = 0, sugnifica que i y ¥ son perpendiculares y entonces ry
7 son paralelos.

99. Halla la direccién de todos los clavos ‘clavados derechos’ en un tablero cuya ecuacion es:

X 1 2
y—1 0 1[=0.
z+2 1 1
Desarrollamos el determinante para obtener la ecuacion general del plano:
x 1 2
y—1 0 1 :|(1) 1x—|i i|(y—1)+|(1) i|(z+2):0—>—x+y+z+1=0
z+2 1 1

La direccion pedida es la de un vector caracteristico del plano, que puede obtenerse de los
coeficientes de las variables en la ecuacién general: (1,1, 1)

100. Halla los angulos entre los planos siguientes:
a)m:x+ty+z+2=0,m1:x-22=0 b)m:3x+4z—-1=0,m:2=0

a) Calulamos el &ngulo entre los vectores caracteristicos de los planos:

u=(1, 1, 1) u-v -1
N ’ - a=arccos——— = arc cos— = 105°
v = (11 01 _2) |u| : |V| V15
b) Analogamente:
=@, 0, 4 7o 4
= ————=arccos— = 37°
3=(0 0 1) - @ = arc cos G 5
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x=2
101. Considera el angulo triedro de aristas: r: x =y =2z;s: x=y/2=2z/3 y t {y = —]. Halla lo que
z =21

miden sus tres angulos diedros.

En primer lugar asociamos a cada recta un punto propio y un vector director:
_{A=(O, 0, 0) _{A=(0, 0, 0) _{A=(O, 0, 0)

; u=(, 1, 1) Tl=@0 2 3y "Ww=@1 -1, 2
Calculamos las ecuaciones de los tres planos del triedro:
d x 11
iy 1 2[=0-x—-2y+z=0-da=(1, -2, 1)
z 1 3
x 1 1 .
myly 2 —-1{=0->7x+y—-3z=0-b=(7, 1, -3)
z 3 2
x 1 1
myily 1 —-1|=0-3x—-y—-2z=0-¢=G3, -1, -2)
z 1 2
Donde @, b y C son vectores caracteristicos de los tres planos.
- a-b 1.7-2-1—1-3 2 s
T, T, = arc C0S ——=- = arc cos = arc cos—— = 84°
v lal - |B| V6 - /59 V354
. a-c¢ 1-342-1-1-2 3 77
T4, T3 = Arc C0S —=——=; = Arc CoS = arc cos = 77°
v ld] - €] V6 - V14 2v21
- b-¢ 7-3-1-1+3-2 26
T, T3 = Arc cos — = arc cos = arc cos = 86°
o || - 12| V59 - V14 V826

102. Comprueba que la proyeccion ortogonal del origen de coordenadas sobre el plano
n:X+2y+3z-4=0eselpunto O'(2/7, 4/7, 6/7)

x=t
Ecuaciones de la recta perpendicular al plano que pasa por el origen: r = ,y =2t
z =3t
, 2 12 4 6
O=rnm t+2-2t+3-3t—-4=0-14t—4=0->t=--0 =(—, =, —)
7 77 7
103. Calcula qué angulo f Iplano 3x +y -2z =0y t-{"‘zy_S:O
. alcula que angulo Torman el plano oX +y —Zz =0 Yy larecta r: 3y+z+8=0
x= 8+ 2t
Vector caracteristico del plano: 4 = (3, 1, —2). Tomando ycomo pardmetro:r =4y = t
z=-8-3t

De manera que un vector director delarectaes: v = (2, 1, —3)

El 4ngulo que forman la recta y el plano es el complementario del que forman estos dos vectores:

—

. u-v 3:24+1-14+2-3 13 68
7, 7T = arc sen———=7 = arc sen = arcsen— = 68°
[l - 191 VT4 V14

104. Calcula el perimetro de un paralelogramo ABCD, siendo tres de sus vértices los puntos
A(0, 0, 3), B(1, 2, 3) y C(0, 4, 3).

|AB] = /(1 -0)2+(2-0)24+(3-3)2=V5 [BC|=+/(0-1)2+(4—-2)2+3B-3)2=+5
Perimetro = 2(\/§+ \/E) = 44/5 2
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105. Una piramide tiene su base de 4 cm? sobre el plano x + y + z = 1, y su vértice o cuspide es el
punto V(3, 3, 3). Halla su volumen.

La altura es la distancia del punto V al plano:

3+3+3-1] 8 1 8 32V3
h=d(V,n) =—————==—= cm > Volumen==-4-—= cm?
V2t 2+ 12 V3 3 V3 9
106. Calcula las distancias entre los siguientes elementos:
a)ElpuntoP(1,0,1) ylarectar:x=y=(z + 2)/2;
b)Lasrectasrix=y=z+2ys:x=y—-1=z
c)Losplanos my: 3x +4y + 122 -3 =0y mp: 3x+4y + 122+ 2 =0.
) _ _ (@ =1(0,0,-2)
a) Asociamos a la recta un punto y un vector director: T { i=(1,1,2)
T ]k
. 1 1 2
linPQ| |[|-1 o =3|| 13 1 DI J(=3)2+12+12 Vi1 66
d(P,T') = = = = = = = u
|l VIZ+12 422 V6 V6 V6 6

b) La pregunta tiene sentido porque las rectas son paralelas. Tomamos un punto de una de ellas
y calculamos la distancia a la otra como se ha hecho en el apartado anterior.

_ {P =(0,0,-2) {Q = (0,1,0)

"li=(,1,1) i=(1,11)
T j k
— 111
a(r,s) | A PQ| 0 1 2 (=1, 0, 1] J(D2+02+12 2 6
r,Ss)= = = — — _Ye_ Yo
[u] V12 12 4+ 12 \/§ \/§ \/§ 3

c) Se trata de dos planos paralelos. Basta hallar la diferencia de las distancias del origen de
coordenadas a cada uno de ellos:
d( ) 2 -3
Ty, Ty) = - =— u
VRT3 r a2y 122 3T+ 424122 13

Para cada uno de los tres apartados hay otras alternativas:

a) Hallar la ecuacion del plano & perpendicular a rque contenga a 2. Encontrar el punto Q de
interseccion de rcon 7, y luego la distancia entre Py Q.

b) Elegir un punto cualquiera de una de las rectas y calcular la distancia a la otra.

c) Elegir un punto de uno de los planos, [por ejemplo de 7;, tomando y= 0, se tiene 3x+ 12z
-3=0,0sea, x=1-4zconlo que podria ser P(1,0,0)]y calcular su distancia al otro.

107. Calcula el producto vectorial de los vectores p(1, 2, 3) y q(0, 1, 2).

sna=li 2 al=[2 Jr-lb ey Yi-a -2
0 1 2
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108. Dados p(0, 1, 2) y q(-1, 0, -1), calcula pXqg y gXp y comprueba que se obtienen vectores
opuestos.

A A A T T
_1 0 —
5 l j I_c) 0 0l »
qAP=|-1 0 —1|=|; —|0 1|k=(1. 2, -1

109. Comprueba la no asociatividad del producto vectorial con los vectores p(1, 2, 0), q(1, -1, 3) y
r(1, 1, 0)

T ]k T 7k
ﬁ/\(_j: 1 2 0 :(61 _3' _3)_)(1_))/\6)/\?: 6 -3 -3 :(3' _37 9)
1 -1 3 1 1 0
T ]k T 7 k
GgAT =11 —1 3|=(3, 3, 2)-pA(@Ad)=|1 2 o|l=& -2, 9
1 1 0 -3 3 2

Evidentemente los resultados no son iguales: (BAG)AT #PA(GAT)

110. Halla el producto vectorial de los vectores ortogonales v(a, 1, 0) y w(1, 0, 1)

L T k 1 a a 1|
VAW =la 1 0=|0 —|1 +|1 0|k=(1, —a, —-1)
1 0 1
111. Escribe la ecuacion de un plano que pasa por el origen y tiene dos direcciones u(1, 1, 3) y
v(0, -2, 1).
x 1 0
r=ly 1 —2|=0- 0 P} Yy+]] Ofr=0-7x-y-22=0
1
fo . . +y+2=0
112. Expresa en forma paramétrica y continua la ecuacién de larecta r = {f} _|_3Z’ _1=0
x=—-2-t
Como la variable yse repite en ambas ecuaciones, la tomamos como parametro: y= t
z= 1-—t
Despejando te igualando: 2= =y= ;1

113. Analiza qué diferencia esencial hay entre los productos escalar y vectorial.
Producto escalar: El resultado es un nimero. Es asociativo, conmutativo y distributivo.
Producto vectorial: El resultado es un vector. No es asociativo. Es anticonmutativo.

114. Calcula el area del triangulo cuyos vértices son A(1, 0, 0), B(1, 1, 1) y C(0, 1, 0)

1B — ) |7 7 k|| 1 V3
AE=0 1 1 sArea=2llo 1 1||=3IC1L -1 Di=—u
AC=(-1, 1, 0) -1 1 0
115. Idem con los vértices O(0, 0, 0), A(1, 1, 1) y C(0, 1, 2).
0_14) (1' 1’ 1) - Area = — 1 1 11l = = |(1, _2; 1)| H
oc=(0, 1, 2 0 1 2 2 ’
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116. Un rombo tiene de vértices los puntos A(1, 4, 1), B(3, 1, 1), C(5, 4, 1) y D(3, 7, 1). Halla su
area, usando la férmula S = Aé—a y también descomponiéndolo en triangulos. Comprueba la igualdad
de los resultados.

§) Suponemos que los vértices estdn nombrados en orden consecutivo.
A=dA,0)=6B-1)2+@A-4)?+(1-1)2=4 4.6
A0 =VC-DP+U-D"+U-17=4 __46__ ,
§=d(B,D)=y/(B-32+(7-1)2+(1-1)2=6 2
78 — _ ] T 7k
m  aap: 8 2 =3 0 freq=1 2 ~3 oll=3100, 0, 12)]=2=6 u?
AD = (2, 3, 0) 2 5 3 0 2 2

Como se trata de un rombo, por simetria: $ =6-2 = 12 u?

117. ;Qué puede deducirse del resultado |pxq| = |p|-|q|, respecto de los vectores p y q?
Puesto que |§ A | = |B] - 1] - sen(p, ) - sen(B,4) = 1.
Por tanto, los vectores son perpendiculares.

118. EIl area de una elipse es el doble de la del circulo que proyecta ortogonalmente sobre un
plano . Calcula el angulo que forma el plano de la elipse con .

El valor de la proyeccién se obtiene multiplicando por el coseno del angulo que forman. Por tanto,
se sabe que cosa =% 2> a = 60°.
119. Calcula la distancia minima entre las rectas que se cruzan:
r:{x—2y+z=0 S:{2x+y+z—6:O
- Q2x-z+4+7=0 y - x—y=0
Nos facilitara la obtencion de datos pasar a paramétricas las ecuaciones de ambas rectas, y
asociaremos punto y vector director a cada una de ellas:

x = A —
7 x = u
7 3 = (0,= =(0,0,6
rEyy=gt54° P=037 55{3’: ”_’{ﬁQ—(il 32)
U= =6—3 A\
z=7+21 W=@34 ? H
0
—% 3 1
d_lﬁj i 3 -1 4 -3l _ 34 34 _17\/%u
i A D i 7k (=13, 10, —-1)| 270 45
2 3 4
11 -3
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FUNCIONES

120. Ordena de menor a mayor los nimeros: V2, 33, ? 1,4142 1,4142, 1,4142

Por célculo aproximado se tiene que v2 = 1.41421356 ... /3 = 1.44224957 ... 1793 =1,4

Asipues: 14142 <V2<1,4142 < 14122 <V3< 2

121. Dados los conjuntos A= (1, 2), B =11, 2], C ={1, 2}, halla AuB, AUC, BUC, AnB, AnC, BNC,
B-AB-C,A-C.

AUB =B AuC=B BuC=B AnB=A AnC=0
BNC=C B-A=C B-C=A A-C=A
122. Escribe como intervalos y como entornos los siguientes conjuntos:

a) (-2, 5) d) Eo01(-=7) g) {x e R/|x — 3| < 2}
b) (-2, +0) e) E7() h) {x € R/x < -2}
c)(-2,3)u(3,8) f) Eg1 (0,1) i) {x € R/|x + 3] < 0,2}

a) (=2,5) = E35(1,5) b) (=2,4) No hay ¢)(—2,3)U(3,8) = EZ(3)

d) Eg01(=7) = (=7,01,—6,99) e) E;() No hay f)E;1(0,1) = (0,0.1) U (0.1,0.2)

{xeR/|x—-3]<2}>-2<x-3<2-1<x<5-(1,5) = E,(3)
h) {x € R/x < =2} = (—o,—2) No hay entorno
D{xeR/|Ix+3]<02}>—-02<x+3<02->-32<x<-28-(-3.2,-28) = Ey,(—3)

123. Halla la interseccion de los entornos Ego1(4) ¥ Eo05(4,05) y después un entorno contenido en
dicha interseccion.

Epo1(4) = (3.99,4.01)
E0.05(4.05) = (4, 41)
124. Calcula los valores de x que verifican las siguientes igualdades y desigualdades :
a)|x+7/=10 b)|x+7]<10 c)x—-1|+|x+1]<2 d)|x=1]-|x+1]=1
x+7=-10->x=-17
x+7=10->x=3
b)[x+7]<10->-10<x+7<10->-17<x<3->x€(-17, 3)
—x-1D)-(x+1)<2 x€(—o—-1)
Olx—1+x+1<2->{-(xx-D+x+1)<2 x€[-1,1] -
x—-1D+x+1)<2 x€(1,+x)

= Ep01(4) N Ego5(4.05) = [4,4.01) E{95(4.005) CEg1(4) N Ego5(4.05)

a)|x+7|=10—>{ ~x €{-17,3}

—2x<2-x>-1-x€(—-1,40) x€(—,—1)
N 2<2-0 x € [-1,1] - CONTRADICTORIO -
2x<2->x<1->x€(—%,1) x € (1, +o0)
x—1) - (x+1)=1 x€(—»,—-1)
Dx—1-|x+1]=1->-Cxx-1)-x+1)=1 x€e[-1,1] -
x—1)-(x+1)=1 x€(1,+x)
x2—1=1-x*=2->x=—2 x€(-o,—-1)
- 1-x2=1->x=0 x €[-1,1] - x€{-v2,0,2}
x2—1=1-x2=2->x=V2 x€(1,+x)
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125. Dadas las funciones f(x) = vx?2 +3y g(x) = ﬁ hallafogygeof.

2 4x2 —6x+3 V4x? —6x + 3
f°g(x)=f[g(x)]=\/(xf1) +3=J x(x_f)j = x|x_1x|+

vxZ +3
o x = x e ————
gof @ = glf O] = ===
126. Dada la funcion f(x) = i—j halla su inversa f~1, determina si es una funcion y comprueba
que f7Hf()] =x,vx # 1

Cambiamos los nombres de las variables y despejamos -

+1 x+1 x+1
x= o= D=y Hlo G- Dy=xtloy =Ty W=
Es decir, es una funcion AUTOINVERSA. Si x # 1:
x+1
= ]_—x_1+1_x+1+x—1_2x_
VA Txt1l_Cx+l-x+1 2
x—1
LIMITES

2 .
127. Dada la funcion f(x) = {’2 Stox i g halla un entorno reducido de x = 2 cuyos elementos
SL X

tengan imagenes en Eq0(4)
399 < f(x) <4.01 ©3.99 < x2 <4.01 & 1.997 .. < x < 2.002 ...

Por tanto, bastara tomar x € Ej,(2)

128. Escribe las asintotas verticales y horizontales de las funciones: a) y = % b)y = -

x—-1
1 1
a) AV: lim—=0->x=0 AH: lim —=0-y=0
x—0 X x—oo x
b) AV:chl_)rrix_lzooele AH:xl_l)ripoox_1=1—>y=1
. 2x+3\*
129. Calculahmx_,+m(m)
I (2x+3)x— 1% IND.) = li (1+2er3 1)x— I (1+ 4 )x—
dm—1) T D= lm 1o T\ 2x—1)
4x o ax
2x—172%—1 2x-1, M 577
| T )
_ . _ . _ Emoo_—— 2
_xl—l>IPool1+2x—1 J _lxllrfoo L+ ox=1 J = eienl = e
4 4

En general, si limy o [f (X)]9%, chi_l}lllf(x) =1 }Ci_l};llg(x) = +oo;

1 9@ -1]

1 fl)-1 -
lim[f(x)]9® = lim [{ 1 L a— — QlimglF()-1]
x-a x—a

/f @) - 11
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eX—e™*

130. Calcula limxﬁwm

x_ 1 1
lim & (2 D) = tim & = i ST Tem 120,
x—l>r-|¥1wex+e_x_ [e'e] _x—1>r-|poo x 1 _xl)rfooezx-{-l_x—l)rfoo 1 _1+O_
e* +— 1+—%
e e
|
il _x—(ooIND)— lim S g &2 071
oo eX +e*  \oo Tt o 1 xowe2x+1 041
e +e—x
CONTINUIDAD
131. Estudia la continuidad de las siguientes funciones:
B )y = x+1 “Injx| d)y= 1
a)y_x3—3x2+2x )y = x—1 ©)y = Injx )y_tgzx—l

a) Como cociente de dos funciones polinémicas, basta encontrar los ceros del denominador para
localizar los puntos de discontinuidad:

x3—=3x2+2x=x(x*-3x+2)=x(x—-1D(x—-2)=0ox=0vx=1vx =2
Por tanto, la funcién es continua en R — {0, 1, 2}

b) Ademas de tener en cuenta que el denominador no puede anularse, el radicando ha de ser no
negativo:

x+1 {x+1§0/\x—1<0—>x€(—00,—1]
x—1 x+1=20Ax—1>0->x€(1,+)
Por tanto, el dominio de continuidad de la funcién es (—oo, —1] U (1, +00)
c) Los logaritmos solo se pueden calcular para cantidades positivas, asi que el dominio de
continuidad de esta funcién es R — {0}
d) Nuevamente hay que estudiar los ceros del denominador:
) I n 2k+1
tgx—1=0<—>tgx=i1<—>xzz+k§: 2 m,k€EZL

También habria que excluir los valores donde no se puede calcular la tangente, es decir, en
todos los multiplos impares de %

, . L 2k+1  2k+1
Asi pues, el dominio de continuidad es R — { T LT k € Z}

132. Analiza qué tipo de discontinuidades presentan las siguientes funciones:
1 si x€Z x+1
@)y = E(X) =1y v rez )y =
a) E(x) es la funcién ‘parte entera’ de x. Es una funcién escalonada. S6lo toma valores enteros.
Por tanto tiene una discontiuidad de salto finito en cada nimero entero.

b) Esla funcién caracteristica de los nimeros enteros. Tiene una discontinuidad evitable en cada
valor entero puesto que los limites laterales son nulos.

c) Tiene una discontinuidad evitable en x = -1, y una de salto infinito en x = 0, ya que
2 x+1 x+1 1
x*+x=x(x+1) - = ==

x24+x  x(x+1) x
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133. La funcion f(x) = xsen(n/x) presenta una discontinuidad evitable en x = 0. Intenta justificarlo
calculando el valor de lim,_of(x).

Por una parte, limx_,og = +oo, y los valores de sen % irian fluctuando entre —1 y 1. Es decir, es una
cantidad acotada multiplicada por otra que tiende a cero. Por tanto:

lim (x . seng) =0

x—0

Este resultado se verifica tanto a la izquierda como a la derecha de cero. En cambio, la funcion NO
esta definida para x = 0. Asi pues, se trata de una discontinuidad evitable.

134. Aplica el teorema de Bolzano a la funcién y = x” + x + 2 en el intervalo [-2, 2] comprobando la
hipotesis y la tesis.

HIPOTESIS: 1) Es una funcién continua en todo R por ser polinémica. En particular en [-2, 2]
2)f(-2)=(-2)"=-2+2=-128 f(Q)=2"+2+2=132 f(-2)-f(2)<0

TESIS: Ic e (=2,2)/f(c) =0
En efecto, es facil observar que —1 € (-2,2)/f(-1) =(-1)"+(-1)+2=0

135. Aplica el teorema de Weierstrass a la funcion y = 8 + 2x — x? en el intervalo [-1, 4],
comprobando la hipétesis y la tesis. T 0 ot T G N T

HIPOTESIS: Es una funcién continua en todo R por ser
polinémica. En particular en [-1, 4] ya N\

TESIS: La funcién alcanza un mfnimo absoluto y un ~17- TN
maximo absoluto dentro de [-1, 4] /

La funcién es cuadratica. Su grafica es una parabola con / R e e L o S
vértice en el punto (1, 9), y se trata de un maximo relativoya

que el coeficiente de x2 es negativo. Los extremos absolutos ...l

pueden alcanzarse en los extremos del intervalo: - : \
f1D=5 f(4)=0. N ) O O O \ )

Por tanto, el minimo absoluto se alcanza en x = 4, y suvalor [

es 0. El maximo absoluto se alcanza en x = 1, y su valor es 9.

-1 a 1 ¥ 3

136. Halla la imagen de [0, n] de la funcion y = senx. ldem con (0, n).

a) Nos basamos en el teorema de Wierstrass, que es aplicable por tratarse de una funcién
continua en un intervalo cerrado. Alcanza el minimo en los extremos: sen(0) = sen(nr) =0y

el maximo en el punto medio: sen (g) = 1. Por tanto la imagen de [0, n] es [0, 1]

b) Aunque no sea aplicabele el mismo teorema por no ser un intervalo cerrado, el conocimiento
de la funcién nos lleva a entender que la imagen de (0, ©) es (0, 1].
DERIVACION
137. Halla la derivada de la funcién f(x) = x* + 4x — 5 en los puntos x = 1y x = -2.

Ff()=2-1+4=6
fl(=2)=2-(-2)+4=0

138. Halla la ecuacién de la recta tangente a la parabola y = x* — x en el punto x = 1.

f’(x)=2x+4—>{

La ecuacion de la recta tangente a la grafica de y = f(x) en el punto x = a viene dada por:
y=f'"(@ -x—a)+f(a)
fl(x)=2x-1 _ B o
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139. Halla la ecuacion de la recta tangente ay = vx en x = 4.

, 1 , 1 1 1 1
y = 2% y (4)=m=z y(4) =V4=2 y=Z(x—4)+2—>y=Zx+1
140. Calcula la funcién derivada de y = v/x. ¢ Existe f /(0)?
, 1
PN

No esta definida para x = 0 (denominador no puede anularse). Por tanto no existe f'(0)
141. Utiliza la derivacion logaritmica para encontrar la derivada de la funcion f(x) = x*.
y=x¥->Iny=In(x*)=x-Inx
Derivamos la tltima igualdad:

1
y;=(x~1nx)’=1-lnx+x-;=lnx+1—>y’=y(lnx+1)—>y’=xx(lnx+1)

!

142. Deriva en forma implicita las funciones a) x* +y* + 3xy =7 =0 b)2y*+2'x*=0

2x + 3y

3x + 2y

b) 2*yZIn2+2*tlyy' +2Yy'x2In2 + 2Y*1x = 0 » (2¥*ly + 2Yx%In2)y’ = —(2*y?In2 + 2Y*1x)
2%y2In2 + 2Y*1x

2x+ly 4 2Yx2In2

a) 2x+2yy' +3y+3xy'=0-CBx+2y)y' =—-2x+3y) >y =—

!

-y =

143. Analiza la monotonia de las funciones

1
a)yzz b)y =log, x c) y=senx
Compara los resultados analiticos con las graficas de estas funciones.

a)

/s
yz_xlz<(),\7'x¢0 y' = 1 y’=cosx=0<—>x=(2k+1)z,kEZ

“x-In2

Por tanto, la funcién es Como la funcién logaritmica solo T T

siempre DECRECIENTE esta definida para valores cosx <0 e x€ <(4k -3 4’ (4 = 1) Z)
positivos de x, la derivada es - T
siempre positiva y por tanto, la cosx >0 e x € <(4k - 1)2, (4k + 1) Z)
funcion es siempre CRECIENTE.

DECRECE si x € ((4k - 3)%, (4k — 1) %)

CRECEsix € ((4k - 1)%, (4k + 1)%)
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144. Halla los extremos locales y los intervalos de monotonia de las funciones:
a)y=x>—6x>+12 b) y = cosx — senx, xe[0, 2n).

I __ 2_ — X:O
y' =0 3x° —12x O<—>{x=4

y"'(0) = —-12 < 0 - Maximo y''(4) =12 > 0 - Minimo

Por tanto, la funcién tiene un MAXIMO RELATIVO en (0, f(0)) = (0, 12)y tieneun
MINIMO RELATIVO en (4, f(4)) = (4, —20)

Entonces, es CRECIENTE EN (—o0, 0)U(4, +) y es DECRECIENTE en (0, 4).

a) y'=3x2-12x y"=6x-12 {

3

( X =—

y' =0 senx + cosx =0 & 7‘;

b) y' = —(senx + cosx) y'" = —cosx + senx x=
3T

b;”(T) =+/2 >0 - Min. y" (%T) = —/2 <0 - Max

Por tanto, la funcién tiene un MINIMO RELATIVO en (%n, f(%n)) = (%n, —\/f) y tiene un
MAXIMO RELATIVO en (5, F(Z9) = (2%, V2)

3n 71

Entonces, es DECRECIENTE en [0, Z5)U( =7, 2) y es CRECIENTE en (2, 25,

145. Estudia si es aplicable el teorema de Rolle a las siguientes funciones. En caso afirmativo halla
los puntos del intervalo cuya derivada se anula: a) y =|x| en[-2, 2] b)y = senxcosx en [0, n/2]

a) HIPOTESIS: La funcién es continua en [-2, 2], pero NO es derivable en x= 0 e (-2, 2).

Asi pues NO podemos aplicar el teorema de Rolle. No se puede afirmar ni negar si se cumple la
tesis basandonos en el teorema.

No obstante, por conocimiento adicional de la funcién, sabemos que su derivada vale —1 en el
intervalo (-2, 0) y vale 1 en el intervalo (0, 2). Es decir, su derivada no se anula en ningtin
punto del intervalo.

b) HIPOTESIS: La funcién es continua en [0, %] por ser producto de funciones continuas y
derivables en todos los nimeros reales, o sea, es derivable en (0, g)
Por otra parte, f(0) = sen(0) - cos(0) =0 = sen; cosg =f (g)
Es decir, se cumplen las hipdtesis del teorema. Por tanto ha de verificarse la
TESIS: 3c € (0,5)/f'(c) =0

Localicemos ahora este valor ¢

1 , T s T
Yy = Senx - cosx = Esen(Zx) -y =cos(2x) cos(2x) =0-2x = S x=7 € (0, —)

146. Utilizando la regla de L "Hbpital, calcula:

. 1 — cosx o 3 . In(cosx)
O ) Mmoo M

. 1 —cosx 0o , . senx 0o , - cosx 1
a)hm—2=(—LH>=11m =(—LH)=11m =—

x-0 X 0 x-0 2x 0 x-0

ox® o . 3x% oo . 6x o0 6

b) xEere_xz(; LH)ZxETme_x:(; LH)=xl—l>r-Pooe_x:(; LH):xLl)rPooe_x:()

_In(cosx) (0 | . —tgx (0 | o —1—tg%x 1
O lIm—5 _<6LH)_9135% 2x _<6LH)_;13£% 2 2
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147. Estudia la concavidad, convexidad e inflexiones de f(x)= x* —2x? -3.

Se trata de una funcién polindmica; por tanto es continua y derivable cuantas veces queramos.

' V3
) =4x> —4x  fr(x) = 1242 — 4 f”(x)=0<—>12x2—4=0<—>x=i?

(4:60)-(2-9

V3 _(V3\)_ (V3 32
E‘f<§> ‘(E“B)

V3 .
f""(x) =24x > f" <+?) # 0 > PUNTOS DE INFLEXION:

La derivada segunda es una funcién cuadratica que toma valores negativos en (—g,—?), por tanto, la
funcién es CONVEXA en (—oo, - ﬁ) U (ﬁ, +oo) y es CONCAVA en (_ﬁ’ _ ﬁ).
3 3 3 3

[

-

148. Estudia y representa graficamente las funciones:

3
a) f(x) =
3
@) f() = —
1.Df =R—{x/x>—1=0}=R—{+1}

Es continua en este dominio, por ser cociente de funciones continuas (polinémicas)

X
— b) f(x) = —

2. Estudiamos los puntos de corte con los ejes y signos de la funcién:

03

Corte con OY: x=0-f(0)= a0~ (0,0)
3
Corte con OX: y=0—>xf_1=0—>x3=0—>x=0—>(0,0)
(x € (—0,—1) > —T;Zi?tt;: = negativo
x€(—1,0)- %?:W = positivo
Signos de la funcién: < e
0,1) - PO = negativo
x € (0, negativo g
positivo s
(| ¥ €(1,4+0) - ositive positivo
. , (—x)3 x3 2
3. Simetrias: f(—x) = i e —f(x) » FUNCION IMPAR
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4. Asintotas:

3 3

X X

limxﬁ_l— 1 = — limx_,_1+ o1 =400 x=-1
Asintotas verticales: g g
11mx_>1— Y21 = — 11mx_)1+ Y21 = 400 x=1

3
Asintotas horizontales: lim,_, o, ﬁ = +o0 No hay asintotas horizontales

2
m:limxaim%: . x

=1

x—-+oo x2-1 -

n= xl_i)gloo[f(X) —mx] = im ( i —x) = lim (L) =0

+oo \x2-1 x—+oo \x2-1

Asintotas oblicuas: Sy=x

5. Monotonia y extremos relativos.
x2(x? - 3)

f’(X)—m f’(x)=0<—>x=0Vx=i\/§

2
Puesto que (xeT)Z > 0,Vx # 1, el signo de f’'(x) solo depende de x? — 3.

Asi { x € (=00, —V3) U (V3,+%) - f'(x) > 0 > f es CRECIENTE
*lee (—V3,-1)u (-1, 1D U (1,V3) - f'(x) < 0> f es DECRECIENTE
MAXIMO RELATIVO: (—3,f(—V3)) = (-3, -2
MINIMO RELATIVO: (\/§ f(\/§)) = (\/g ﬂ)

2

Por tanto, los extremos relativos son:

6. Curvatura e inflexion.

2
oo =203y _oex=o

(x2—-1)3

x € (—0,—1) » f""(x) <0 > f CONCAVA
x€(=1,0)-> f"(x) >0—> f CONVEXA
x €(0,1) = f"(x) <0 - f CONCAVA

tx €(1,+o) - f"(x) >0-> f CONVEXA

Estudiamos el signo de la derivada segunda:

Asi pues, el inico punto de inflexion esta en (0, 0)

Conjuntando todos estos resultados tenemos la grafica:

4
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b F(0) =

1.Df = (0,1) U (1, +0)

Es continua en este dominio: tiene una discontinuidad de salto finito puesto que In1 = 0.
2. No hay puntos de corte con los ejes puesto que la funcién no esta definida parax = 0.

x € (0,1) » Inx < 0 - y negativa

Signos de la funcion: {x € (1,4») = Inx > 0 - y positiva

3. Por la propia estructura del dominio no puede haber simetria par ni impar.

4. Asintotas:

Asintot ticales:  limy ;- — = —c0 lim,_ 4+ — = —00
sintotas verticales: S S

; . BRT X _ (oo oy RT 1 . _
Asintotas horizontales: lim,_ o ol b L'H) =1lim,, 0 Tr = limy ;0 x = +00
Por tanto NO hay asintotas horizontales

; . . T fx) _ . 1 ; .
Asintotas oblicuas: m = lim,_,, ,—= = lim — = 0 No hay asintotas oblicuas.

X x—+o00 Inx
Por otra parte:  lim x _ O 0~
: ==
p 20" Iy T o0

5. Monotonia y extremos relativos. f'(x) = Z:—x_)i ffx)=0elhx=1ox=e

x€(0, 1) = f'(x) <0— fes DECRECIENTE
Asi, {x€(, e) > f'(x) <0—- fes DECRECIENTE
x € (e,+) = f'(x) >0 - f es CRECIENTE

Por tanto, hay un MINIMO RELATIVO en (e, f(e)) = (e, e)

6. Curvatura e inflexién. f'(x) = xz(:;; f'(x)=0eolnx=2ox=e¢?

x €(0,1) > f"(x) <0 - f CONCAVA
Estudiamos el signo de la derivada segunda: x€(1, e?) > f"(x) >0 - f CONVEXA
x € (e%,+0) — f""(x) <0 - f CONCAVA

2
Asi pues, el tinico punto de inflexién esta en (e?, f(e?)) = (ez, e;)

Conjuntando todos estos resultados tenemos la grafica:
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149. Se dispone de 6 m? de cartén para construir una caja con forma de prisma recto de base
cuadrada con tapa. ;Qué dimensiones debe tener la caja para que el volumen encerrado sea
maximo?

Generalmente manejaremos dos variables y dos funciones. Una funciéon objetivo en la
que habra que buscar el éptimo (maximo o minimo) y una funcién auxiliar que nos

permite expresar una de las variables en funcion de la otra: X
Funcié liar: Area total = 2x% + 4xy = 6 6-2¢% _3-¥
: = = b d = =
uncion auxiliar: Area tota x xy y i %
., . 3—x%2 1
Funcién objetivo: Volumen = x%y - V(x) = x? - = E(Bx —x%)
V’()—13—32 Vi) = 0 - ;c_=112 _){Ladosdelabase:lm
x) = 2( x%) x) = y = T 1 Altura del prisma: 1m

Para comprobar que, efectivamente, se trata de un maximo:
V'(x) =-3x V"(1) =-3<0->MAXIMO RELATIVO

150. Disponemos de 400 m de alambre para cercar una finca rectangular. Halla los lados de dicho
rectangulo para que el area encerrada sea maxima: a) si se necesita cercar los cuatro lados; b) si
uno de los lados no necesita cerca porque hay una pared construida a la que adosamos el terreno.

a) Cercamos los cuatro lados.

Funcién auxiliar: Perimetro = 2x + 2y = 400 - y = 200 — x
Funcién objetivo: Area = xy — A(x) = x(200 — x) = 200x — x?

rrn B ey p brn x =100
A'(x) = 200 — 2x A"(x) = —2 < 0 » MAXIMO A(x)_oﬁ{yzzoo_loozloo
Por tanto, la finca tiene dimensiones 100 m x 100 m.
b) Hay una pared construida y cercamos tres lados.

Funcién auxiliar: Perimetro = 2x +y = 400 - y = 400 — 2x
Funcién objetivo: Area = xy — A(x) = x(400 — 2x) = 400x — 2x?

! — 1 — A 1 — X = 100
A'(x) = 400 — 4x  A”(x) = —4 < 0 > MAXIMO A(x)_oﬁ{y:wo_z_loo:zoo
Por tanto, la finca tiene dimensiones 100 m x 200 m.

151. Halla la velocidad y la aceleracién de un movimiento rectilineo que se rige mediante la
ecuacioén: a)s(t)y=mt +n b) s(t)=pt? + qt +r.

a) vt) =s'(t) =m a(®)=v'(t)=s"(t) =0 Movimiento uniforme

b) v(t) =s'(t) =2pt+q a(t)=v'(t)=s"(t) =2p Movimiento uniformemente acelerado
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INTEGRACION
152. Calcular las siguientes integrales inmediatas:
)J vt d b) sz *d
a ——=ax e ax
x*x
2
)j Wd x3 . f 2 4ty ] . x "zt —:
a ——ax = X=|x3-x"":x 6dx= | x 2dx = +C =
x4%/x x4-x% —%+1 5x%Vx

b) jZ"e"dx = ](Ze)x dx = (2e)* -In(2e) + C
153. Calcular las siguientes integrales por descomposicion: a) [(4cosx — 3senx)dx b) Jtg®xdx

a) f(4cosx — 3senx)dx = f4cosx dx — J. 3senx dx = 4f cosxdx — 3 f senx dx = 4senx + 3cosx + C

b) jtgzxdxz](1+tg2x—1)dx=](1+tg2x)dx—jdx=tgx—x+C

154. Calcula las siguientes integrales por sustitucion o cambio de variables:

a) fsen(Zx) dx b) J ) J(x2 + 1)%8xdx

c0s25x
cos(2x

1
a) jsen(Zx) dx = d fsent —dt = —f sentdt = —(—cost) +C=-

t=

b) fcosZSx dx = dt = 5dx fcosz . od 5fcosz " tgt +C= —tg(Sx) +C

241 = 1 1% £ x% +1)%
c)f(x2+1)88xdx=(x +1—t)=ft88-§dt=—ft88dt—— S S S D,

2xdx = dt 2 2 89 178 178
155. Calcula las siguientes integrales de tipo logaritmico:
j 2x+1 d b j tax d
@) Ztx+1” ) | tgxdx
f'(x)
dx = In|f(x)|+C
) e
2x +1 —senx
a) fz—dlen|x2+x+1|+C b) ftgxdx=—f dx = —In|cosx| + C
xt+x+1 cosx
156. Calcula las siguientes integrales por partes:
a) fxsenxdx b) flnxdx c) szexdx
a) fxsenx dx = ( u=x du = dx ) = —xcosx + f cosx dx = —xcosx + senx + C
dv =senx dx v = —cosx

1

— — 1

b) jlnxdx=<u_lnx du_;dx>=xlnx—jx-—dx=xlnx—x+C=x(lnx—1)+C
dv =dx v=x x

_ .2 _ _ _
2,4 — [ U=X du =2xdx\ _ 2, x _ xq. _  UuU=2x du = 2dx\ _
C)fxedx_(dv=exdx v=e* )—xe fzxedx_(dv=exdx v=e")_

:xzex—erx+2fexdx=x2ex—2xex+Zex+C =x?-2x+2)e*+C
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158. Calcula las siguientes integrales de funciones racionales:

ACTIVIDADES RESUELTAS

a)f dx b)f 2 dx J7x+5d dJ x+2 J f2x4+9x3+14x2+16x+6d
2x—1 G122 9 )™ D™ e 2x3 + 7x2 + 4x — 4 x
—3f 2 dx=cm2x—1]+C
2x —1 ¥ T e
2 (x +2)~2*+1 2
by | ———dx=|2(x+2)2dx =22 4=+
)f(x+2)2x f(x )~"dx —2+1 3(x + 2)
f7x+5 f7xd+f 5d_7f 2xd+5f 1 dx =
) yrya 24T ) 24T 2 1a™ Ty (x)2 x=
5 +1
1
7 5 7 7 5 X
=—In(x? + 4) +—jz—dx =-In(x?+4)+—-arctg=+C
2 2) (5 4 2 2
2
d ] x+ 2 d —1f2x+1+3d _1[ 2x+ 1 d +3f 1 dx =
) x2+x+1 x—2 x2+x+1 x_2 x2+x+1 X 2) x2+x+1 =
1 3 1 1
=—ln(x2+x+1)+—f dx=—ln(x2+x+1)+2f—2dx=
2 2 ( +l) +§ 2 2x+1 41
XT2) Ta NG
2
1 73 1 x+1
=—In(x?2+x+1 +\/§f—dx==—lnx2+x+1 ++3arct ( )
7 ) (2x+1)2+1 71 ) AN
V3
f2x4+9x3+14x2+16x+6d _a
¢ 2x3 + 7x2 + 4x — 4 x =D
Division corta:
(2x* + 7x% + 4x® — 4x) + (2x° + 7x* + 4x — 4) + (3x* + 16x + 10) 14 3x2+16x + 10
2x3 + 7x%2 + 4x — 4 X 2x3 + 7x%2 +4x — 4
3x% + 16x + 10 3x%2 4+ 16x + 10
dx = (II)

1) = 1)d
0 f(xJ’ )x+_[2x3+7x2+4x—4
3x2 4+ 16x + 10 3x2 4+ 16x + 10

1
= +12+f
x=50+D 2x3 + 7x2 + 4x — 4

A B C

3 2 4 - _ 2
2x3 + 7x2 +4x — 4 2(x—%)(x+2)2 2x—1 x+2 (x+2)

Alx+2)>+BRx—1D)(x+2)+C(2x—-1)
= b
2x3 + 7x%2 +4x — 4

1 3 2
(II):E(X+1)2+f2x_1 +fmdx

Analisis

1 75 25

X=E—> T:TA_)A:3
x=-2- -10=-5C->C=2
x=1-> 29=27+4+3B+2-B=0
1 2,3 2
:E(X'l'l) —ln|2x—1|—?+6
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160. Calcula las siguientes integrales trigonométricas:

a) fcos3xdx b) fsen £ ) fsecxdx

a) jcosg’ xdx = fcos2 x - cosxdx = j(l — sen?x)cosx dx = fcosx dx — f sen®x cosx dx =

3 sen3x
2t
Senx = —— 233 4 2
x 2 1+t 2dt 1 (t*+2t2+1
)f =|lt=tg=z~— 1+t = ( ) =—f dt =
sen3x 2 2dt 8t3 1+t2 4 t3
dx = ——
14t
—1f<t+2+t'3)dt—1 t2+21 t 1 +C—1t + lt C
~ 1 ¢ =g\ z T2l 9°3 ng T Btg?l
2
1+ t?
f p o ® Seex =12 f1+t2 2dt f 2.
== = —_ > = . = —
€) ) secxdx 93 2 dt 1—¢t2 142 J1-¢2
dx =
1+t2
2z A + B A(l+t)+B(1-1) {t=1—> 2=24-A=1| _
T1-t2 1-t 1+t 1—t? =—-1- 2=2B-B=1|
1+tg%
f—dt+f—dt——1n|1—t|+1n|1+t| =In S+C
1-t 1—tg§

161. El area del trapecio mixtilineo que determina la funcion positiva y = f(x) en el intervalo [a, b],
si existe, se llama integral definida entre a y b de la funcion f(x): fff(x)dx. Explica este concepto

en cada uno de los siguientes casos:  a) f03 2dx b) f03 2xdx ¢) f03(2x + 3)dx

a)  Areadel rectangulo b)  Areadel triangulo c) Area del trapecio
= -4
G OSSR SIS SIS SRS S D 31
o me— 2
0 1 2 3 ks
3 3 5 [] 1 b oz i 3
f2dx=[2x]g=2-3—2-0= fodx=[x2]g=32—02: f(2x+3)dx=[x2+3x]g=
0 0
0

=32+3:3-02-3-0=18u?
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162. Calcula la integral definida de la funcion “parte entera de x” entre x = 1y x = 3.5.

La integral definida es el area bajo la curva. Por tanto:

3.5
J E(x)dx = 4.5u?
1

163. Calcula la integral definida de la funcion y = —E(x) entre x = 1 y x = 3.5.
35

3.5
f [—E(x)]dx = — f EGO dx = 4.5 u?
1

1
164. Calcula el area limitada por la funcién y = x*entre x =0y x = 1.

L B 130 1
xzdx:[—] =——-—=c-u?
fo 3,73 7373

165. Aplica el teorema del valor medio a la funcién y = x? en el intervalo [0, 1], hallando el punto ¢
cuya existencia se afirma.

y o L
y fxzdx=§=1-c2—>c=\/;=?
\/1 ] 0
0v3/3 1

166. Calcula el area de la region limitada por la funcion y = senx y el eje de abscisas entre los
puntos x =0y X = m.

N~

Vs
/ \ A=f senx dx = [—cosx]F = —cosm — (—cos0) =1+1=2u?
/ i1of g2 AN 0
167. Calcula el area limitada por la parabola y = —x* + 5x — 4 y el eje de abscisas.
—x2+5x—4=0<—>x2—5x+4:0<—>{x=1
x =4
A__F( >y x—aydx= |-+ 2y (Rt Pl )2
T o R R 3772 2

168. Calcula el area limitada por el eje de abscisas y la hipérbolay = 1/x entre x =1y x = 4.

4
1
A=f ;dx=[lnx]‘f=ln4—1n1=ln4=21n2 u?
1
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170. Idem por la curvay = x> — 11x? + 24x y el eje de abscisas entre x =4 y x = 6.

Estudiamos primero los puntos de corte de la curva con el eje de abscisas para ver el signo de ‘y’:

x3—11x% 4+ 24x =x(x* —11x+24) =0 x=0vx=3vx =8

4

6 5 5 x* 11x3 5
A=—f (x° —11x° + 24x) dx = |— — + 12x4| =
4 4 3 6
(¥ et (60 16 ) 172
—\2 3 4 3 EER

171. ldem por la curvay = x* — 2x®> — 9x* + 18x y el eje de abscisas.
Estudiamos los puntos de corte con el eje de abscisas para ver los signos de la ordenada:
x*—2x3—9x% +18x = 0 & (Ruffini) o x=-3Vx=0vx=2Vx =3

Asi pues, la ordenada sera negativa en (-3, 0)U(2, 3) y positiva en el resto. Por tanto:

0 2 3
A= —f (x* — 2x3 — 9x2 + 18x)dx +J- (x* — 2x3 — 9x? + 18x)dx — f (x* — 2x3 — 9x? + 18x)dx
-3 0 2

5 4
I(x)=f(x4—2x3—9x2+18x)dx=x__x__3x3+9xz

5 2
729 52 81
I3 ==5 10=0 1)=7 13)=1;
A= 1(=3) = 1(0) +1(2) — 1(0) + 1(2) — 1(3) = 22 4 2. 22 _BL 856 _oc 2

10 5 10 10
172. Idem por las pardbolas y = 6x — x*y y = x* — 2x.

Abscisas de corte de las pardbolas: 6x —x2 =x? —2x ©2x>? —8x=0ox=0Vx =4

4 4 2 3 4 64
A= f [(6x — x?) — (x? — 2x)]dx = f (8x — 2x%)dx = [4x2 - % =3 u?
0 0 0

173. Calcula el volumen del cuerpo engendrado por la funcion y = senx, xe[0, «t], al girar alrededor
del eje de abscisas.

Dada la funciéon y = f(x), el volumen del cuerpo engendrado por un arco de la curva
comprendido entre x = ay x = b al girar en torno al eje de abscisas viene dado por la férmula:

b
V=nf f2(x)dx
a
2 1 —cos2x X sen2x
fsenxdx=f<—)dx:—— +C

2 2

o x sen2x1"
Vznf senxdxzn-[—— ]
0 2 4 |,

3

u

4
7.[2
2
174. Calcula el volumen del cuerpo generado al girar en torno al eje OX el recinto limitado por las
parabolas y = x> e y? = x.

Es obvio que ambas parabolas se cortan en los puntos de abscisasx =0y x = 1.

1
Vznf()l[(ﬁ)z—(xz)z]dx=7T[xz—2—%5]0=n(%—%)=i—gu3
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175. Halla la longitud de la circunferencia mediante integracion.

Dada la funcién y = f(x), la longitud de un arco de la curva comprendido entre las abscisas x = a

y x = b viene dado por la formula:
b
¢ =f 11+ (F/00)? dx
a

La ecuacion de la circunferencia centrada en el origen con radio res: x? + y? = r2,

Bastara calcular la longitud del arco correspondiente al primer cuadrante y luego multiplicarlo
por 4:

—X
— 2 42 b N2 — 2 —
y=Nri-—x-oy' = r_xz—%y) = Z V1t 0 —x2 *—xz

fjid

nr
—>€=4~7=2m’

dx = x =|r-arc sen—] =r-arcsenl —r-arcsenQ = 7 -

1 r
_g:f _r
4 0‘/7‘2—x2

176. Halla el area de la superficie de una esfera mediante integracion.

Dada la funcién y = f(x), la superficie del cuerpo engendrado por un arco de la curva
comprendido entre X = ay x = b al girar en torno al eje de abscisas viene dado por la férmula:

b
S= 2nf F(x) /1 +(f(x))” dx

Si hacemos firar un cuarto de circunferencia, obtendremos media esfera:

—S—anm —

177. Calcula el trabajo realizado por una fuerza F al alargar un muelle hasta una longitud ¢,
sabiendo que la fuerza ejercida sobre un resorte es proporcional al alargamiento porducido (Ley de
Hooke)

La Ley de Hooke dice que F = kx (donde x es el alargamiento y k una constante que depende de
determinados factores inherentes a la constitucién del muelle)
2 ‘B

¢ X
W:kadx=k— =k—
0 20 2

dx—anf dx = 2nr - x} = 2nr(r — 0) = 2nr? > S = 4nr?

178. Un objeto cae desde un avion en el instante t = 0, con una velocidad de caida vertical v = 10 + 32t
m/s. A los 10 s todavia no ha llegado al suelo. Qué se puede afirmar sobre la altura a la que vuela
el avion?

El espacio recorrido por el objeto viene dado por:

10
s = (10 + 32t)dt = [10t + 16t2]3° = 1700 m
0

Por tanto, quiere decir que el avion vuela por encima de los 1700 m.
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